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RESUMO

Este trabalho apresenta um novo critério de adaptacao de malhas, fundamentado na teoria esta-
tistica de distribuicoes normais, aplicado como uma ferramenta de andlise da qualidade de solugoes nu-
méricas, obtidas através do método dos elementos finitos. O novo critério de adaptag¢do tem
caracteristicas decisivas e automdticas na analise dos indicadores de erro, permitindo, assim, identificar
minuciosamente as sub-regidoes da malha que necessitam ser adaptadas, a fim de obter-se solugées de
melhor qualidade. Para discretizar o dominio do problema, é empregada uma malha nao estruturada,
com elementos triangulares de trés nos uniformemente distribuidos. Na adaptacdo é utilizado o processo
h-refinamento. Apés cada nivel de refinamento, a malha é suavizada pelo processo de realocag¢do nodal.
Os procedimentos implementados foram incorporados a um programa de elementos finitos, com o prop6-
sito de simular problemas de escoamentos em corpos d’agua rasos. Desta forma, é construida uma estra-
tégia de adaptacdo automdtica de malhas, integrada pelo programa de elementos finitos, pelo novo
critério de adaptagdo, pelo h-refinamento e pela realocacdo nodal, a qual é executada simultaneamente e
interativamente com o cdlculo da solu¢do numérica. Isto propiciard determinar com maior precisdo os
principais fenémenos da dinamica de fluidos incompressiveis. Objetivando avaliar, com énfase, o desem-
penho do novo critério de adaptagdo de malhas em identificar regides que devem ser refinadas, aplica-
¢oes de escoamentos em corpos d’'agua rasos sdao simuladas.

Palavras-chave: hidraulica computacional; métodos numéricos; elementos finitos;
malhas.

problema simulado que, a priori, em geral sdo des-
conhecidas. Portanto, evidencia-se que s6 é possivel
proporcionar uma adequada adaptagido, quando
realizada simultaneamente e interativamente com o
calculo da solucao numérica. Assim, durante o pro-
cessamento da solucdo, estima-se a sua qualidade
através de indicadores de erro. Estes levam em
considerac¢do as principais variaveis de estado das
equacoes que governam a dindmica do sistema.
Subsidios importantes sobre indicadores de erro
podem ser encontrados em Zienkiewicz e Zhu
(1987), Argyris et al. (1990) e Fuenmayor e Oliver

INTRODUCAO

Nos tltimos anos, vérios trabalhos de pes-
quisa foram dedicados ao desenvolvimento de téc-
nicas de adaptacdo automéitica de malhas, em
grande parte objetivando melhorar a qualidade de
solugdes numéricas obtidas através do Método dos
Elementos Finitos (MEF).

A eficiéncia do MEF esta fortemente vincu-
lada a discretizacdo do dominio computacional do
problema. Para obter qualidade na solucio, pode-se
adotar uma malha fina, ou utilizar uma malha inici-

al grosseira e adaptar somente as sub-regides onde
realmente se faz necessario. Em conseqiiéncia, mi-
nimiza-se o custo computacional.

Dentre os métodos de adaptacao, destacam-
se o método “h”, que se caracteriza pelo refinamen-
to e desrefinamento de malhas; o método “p”, o
qual fundamenta-se na melhoria das funcoes de
interpolacao; o método “r”, o qual utiliza-se da rea-
locacdo dos noés; e o método do remalhamento ou
redefinicio de malhas, que se baseia na reconstru-
¢do total ou parcial da malha.

Para adaptar adequadamente uma malha, é
necessario conhecer as caracteristicas fisicas do

(1996).

Por sua vez, os indicadores de erro devem
ser analisados por um critério de adaptacio de ma-
lhas, a fim de identificar as sub-regides da malha
que necessitam ser submetidas a adaptacao. Na
literatura, varios critérios de adaptacdo tém sido
apresentados, tais como os de Oden et al. (1986),
Devloo et al. (1987) e Argyris et al. (1990).

Entretanto, visando analisar os indicadores
de erro com uma ferramenta mais solida, é propos-
to um novo critério de adaptac¢ao de malhas. O novo
critério tem caracteristicas decisivas e auto-
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maticas nos processos adaptativos, as quais sdo
apresentadas no decorrer deste trabalho.

A malha inicial, com elementos triangulares
uniformemente distribuidos, gerada conforme Al-
quati e Groehs (1994), é adaptada através da utili-
zacdo do processo h-refinamento. A realocacdo
nodal é usada com o propdsito de suavizar as possi-
veis distorgdes causadas pelos refinamentos.

Visando analisar a eficiéncia dos procedi-
mentos desenvolvidos para implementar o novo
critério de adaptacdo e a estratégia de adaptacio
automaética de malhas, estes foram incorporados a
um programa de elementos finitos, o qual simula
escoamentos em corpos d’agua rasos. Desta forma,
aplicagbes envolvendo a dindmica de fluidos in-
compressiveis sdo realizadas e suas solucoes devi-
damente analisadas.

NOVO CRITERIO DE ADAPTACAO
DE MALHAS

Para que o processo de adaptagio de ma-
lhas tenha um eficiente desempenho quanto a dis-
cretizacdo do dominio computacional, bem como
uma equidistribui¢do uniforme do erro, é de fun-
damental importancia que os valores do indicador
de erro sejam analisados por um adequado critério
de adaptacdo de malhas. Este critério deve ser ca-
paz de identificar minuciosamente os elementos da
malha que necessitam ser ajustados (submetidos a
um processo de adaptagido de malhas), quando es-
tes nfo proporcionam a obtencao precisa das carac-
teristicas fisicas do problema simulado.

O novo critério de adaptacdo de malhas,
proposto neste trabalho, tem apresentado bom
desempenho nas aplicagbes relacionadas com o
estudo do escoamento em corpos d’agua rasos,
sempre proporcionando uma adequada distribuicao
de elementos naquelas regides do dominio que ne-
cessitam de uma malha mais refinada.

Uma vez calculados os indicadores de erro,
para todos os elementos da malha, este conjunto de
dados é submetido a um tratamento estatistico, a
fim de identificar, de uma forma quantitativa e
qualitativa, quais sao os elementos da malha que se
encontram fora dos limites considerados padrao,
isto é, elementos de mé qualidade. Posteriormente,
com o proposito de melhorar a qualidade destes
elementos, os mesmos sdo adequadamente modifi-
cados através de uma estratégia de adaptacdo au-
tomatica de malhas.

Na literatura, varios critérios de adaptacio
de malhas tém sido apresentados, tais como os de
Oden et al. (1986), Argyris et al. (1990) e Azevedo et
al. (1994). Para a maioria dos critérios, é calculado
o valor maximo dos indicadores de erro, Oma. Em
seguida, todos os elementos da malha que possui-
rem um indicador que nao satisfaz a precisdo dese-
jada, ou seja 6;>80mix, sdo submetidos a um
processo de adaptacdo. A expressdo logica acima é
denominada de critério de adaptagdo, onde 0; é o
indicador de erro do i-ésimo elemento da malha, e o
coeficiente & é arbitrario e quantifica a necessidade
de efetuar ou nao as adaptacoes.

O novo critério de adaptacao de malhas
proposto, estd fundamentado numa ferramenta
estatistica denominada de distribuicao normal, a
qual, neste caso particular, é utilizada para quanti-
ficar a qualidade dos indicadores de erro. Entao,
neste sentido, a malha é analisada em funcao dos
indicadores de erro, a fim de quantificar a qualida-
de individual de cada elemento.

Este critério pode ser utilizado para qual-
quer indicador de erro e também para qualquer
método de adaptacdo de malhas, pois 0 mesmo nao
apresenta nenhuma restricio quanto a sua aplica-
cao.

Na implementacdo do novo critério de a-
daptacado, primeiramente ¢é calculado o desvio pa-
drao dos indicadores de erro, através da expressao:

)

onde nel representa o nimero de elementos da
malha, 0; caracteriza o indicador de erro do i-ésimo

elemento e 0 é a média aritmética dos indicadores
de erro da malha.

Em seguida, levando-se em consideracao as
propriedades de uma distribui¢io normal, repre-
sentada através da Figura 1, pode-se identificar e
separar os elementos de uma malha em trés grupos
distintos, em funcao dos indicadores de erro.

O primeiro grupo é formado pelos elemen-

tos que se encontram a esquerda de 0 - oo, 0s
quais sdo considerados como elementos de alta
qualidade. O segundo grupo é dos elementos consi-
derados de boa qualidade que estao representados
na parte central da curva normal, ou seja, no inter-

valo definido por [0 -ao, O + ac]. Por sua vez, o
terceiro grupo, que neste trabalho tem trata-
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Figura 1. Distribuicao normal.

mento especial, é formado pelos elementos que se

encontram a direita de 6 + oo, 0s quais sdo consi-
derados elementos de ma qualidade. Portanto, estes
elementos possuem caracteristicas fora do padrao
de qualidade, ou seja, sdo elementos com indicador

de erro 6; > (0 + aoc) e conseqiientemente devem
ser submetidos a um processo de adaptacio de ma-
lha. Desta forma, a adapta¢io tem o proposito de
deslocar estes elementos para o interior do interva-

lo limitado por [0 - oo, 6 + ac], que passam a ser

considerados, a principio, elementos de boa quali-
dade.

O coeficiente a, que aparece multiplicando
o desvio padrio (o), controla qualitativa e quantita-
tivamente as adapta¢es da malha. Para o caso es-
pecifico do processo de refinamento, sao obtidos
bons resultados, quando atribuidos para o valores
no intervalo de 0.7 < a < 1.5. No entanto, melhores
resultados tém sido obtidos para valores do coefici-
ente o préoximos da unidade, quando a distribuicao
é normal ou préxima da normal.

A aplicacao do novo critério de adaptagao
de malha ndo preconiza que a distribuicao dos indi-
cadores de erro deva ser normal. Pois, se a distribu-
icdo ndo for normal, isto significa simplesmente que

o percentual de elementos a direita de 0 + ac é
diferente daquele previsto para uma distribuigio
normal, o que nao tem nenhum significado impor-
tante, a ndo ser pelo numero de elementos que ne-
cessitam ser adaptados.

Como o processo de desrefinamento de ma-
lha ndo é implementado, os elementos que se en-

contram a esquerda de 0 -oac ndo serdo
analisados. No entanto, nada se pode afirmar quan-
to ao desrefinamento destes elementos, uma vez
que os indicadores de erro, para este caso, devem
ser analisados pela soma dos indicadores de erro
pertinentes a um grupo de elementos gerados por
um tnico refinamento, ou simplesmente a dois ou
mais elementos, dependendo da estratégia de des-

refinamento empregada.

Estatisticamente, o processo de adaptagio
tem a finalidade de desnormalizar a distribuicio
dos indicadores de erro, ou seja, a adaptaciao con-
siste em tomar os elementos que se encontram a

direita de 6 + oo, melhorar sua qualidade, adap-
tando-os para enquadra-los dentro dos limites de

qualidade padrao, no intervalo [0 -ac, 0 +ac].

Portanto, um bom processo de refinamento
é aquele que, através de um ou mais indicadores de
erro e um critério de adaptagdo de malhas, propor-
cione distribuir os indicadores de erro de forma que

a direita de 0 + oo contenha o minimo de elemen-
tos.

Quanto ao tempo computacional despendi-
do para o calculo das variaveis pertinentes ao novo
critério de adaptacdo de malhas, em comparacio
com os demais critérios, € praticamente desprezi-
vel, uma vez que sdo executadas apenas 3*nel+2
operacoes adicionais a cada indicador de erro (con-
siderando o critério que calcula o valor médio dos
indicadores de erro), onde nel é o nimero de ele-
mentos da malha. Considerando a velocidade dos
computadores atuais, o tempo necessario para exe-
cutar estas operacdes ndo passa de alguns segun-
dos.

Com o objetivo de avaliar o desempenho do
novo critério de adaptagio de malhas, os procedi-
mentos propostos foram incorporados a uma estra-
tégia de adaptacao automatica de malhas, conforme
Popiolek (1999).

ESTRATEGIA DE ADAPTACAO
AUTOMATICA DE MALHAS

A estratégia de adaptacao automatica de
malhas é realizada através da utilizacio de uma
combinacio dos métodos “h” (refinamento) e “r”
(realocacdo nodal), onde os elementos da malha,
que possuem baixa qualidade, sdo adequadamente
subdivididos, com o objetivo de melhorar a quali-
dade dos mesmos. Em seguida, a malha é submeti-
da a um processo de realocagio nodal, com o
proposito de melhorar as propriedades geométricas
dos elementos, bem como suavizar a transicao entre

as regioes de baixa e alta densidade de elementos.

Em sintese, o processo de adaptagdo auto-
maética de malhas tem como objetivo avaliar quali-
tativamente a solu¢gdo numérica obtida sob uma
malha inicial, e outras intermediarias, através da
utilizacdo de adequados indicadores de erro. Em
funcao deles, se necessario, deve-se modificar os



Um Novo Critério de Adaptacao de Malhas

elementos da malha de uma forma seletiva e orga-
nizada, com o proposito de melhorar a qualidade
desta e, em conseqiiéncia, obter uma solugdo numé-
rica de melhor qualidade.

O algoritmo consiste nos seguintes passos:

Passo 1. Construir uma malha inicial;

Passo 2. Calcular uma solucao inicial (para n passos
de tempo);

Passo 3. Estimar a precisao da solugdo (usando um
ou mais indicadores de erro);

Passo 4. Em funcdo dos indicadores de erro, refinar
todos os elementos da malha que o novo
critério de adaptacao determinar;

Passo 5. Suavizar os elementos da nova malha;

Passo 6. Se o numero de niveis de refinamentos for

menor que o nimero maximo de niveis de

refinamentos previstos

Entao:

Calcular uma nova solucao (para mais n
passos de tempo);
Voltar ao Passo 3;

Caso contrério:

Passo 8.  Calcular a solugao final;

Passo 9. Fim do algoritmo.

Passo 7.

Indicadores de erro

A obtencio de solucdes de qualidade, atra-
vés da utilizagdo de processos adaptativos, preconi-
za a utilizacdo de indicadores de erro eficientes e
adequados, a fim de propiciar a identificacdo das
sub-regides da malha cuja solucdo encontra-se a-
quém da precisdo desejada e aplicar-lhes um pro-
cesso de adequacdo de malhas.

Na literatura, varios indicadores de erro
tém sido propostos. Aqui sao utilizados os indicado-
res de erro apresentados por Argyris et al. (1990).
Estes indicadores permitem identificar regides de
elevados gradientes de velocidade, regioes de baixas
velocidades e regides de vortices. Além destes, é
utilizado um indicador de erro que leva em conside-
ragdo o gradiente da profundidade.

Reconhecidamente estes sdo os principais
fenémenos fisicos que ocorrem no escoamento em
corpos d’4dgua rasos. Portanto, devem ser conveni-
entemente identificados, com o propdsito de me-
lhorar a qualidade da malha nas regioes onde os
fen6menos descritos ocorrem com maior intensida-
de. Agindo desta forma, havera uma contribuicio
para que a solugdo numérica reproduza eficiente-
mente todos os efeitos caracteristicos do escoamen-
to simulado.

A expressao do indicador de erro, que leva
em consideragdo os gradientes da velocidade na
direcdo x, pode ser escrita da seguinte forma:

al’12

+_
ox

02 = |4
' ox

onde: i representa o nimero do elemento; u,; e u,
sdo, respectivamente, as componentes da velocida-
de nas direcGes x e y; nel é o nimero de elementos

}if,izl,z,...,nel (2)

da malha; e 1; é a média aritmética do comprimen-
to dos lados i-ésimo elemento.

Por sua vez, o indicador de erro que identi-
fica as regides do dominio computacional do pro-
blema com baixas velocidades, para um elemento
triangular, é caracterizado pela expressao:

91:(|V1|+|V2|+|V3|)7n i=1,2,..,nel (3)

onde V,, V, e V; sdo as velocidades nodais do
i-ésimo elemento da malha e o expoente n é um
valor prefixado que, no caso deste trabalho, é to-
mado igual a um (normalmente é utilizado um dos
seguintes valores, n = {1, 2, 3}).

A medida que quantifica a mudanca de di-
recdo da velocidade no interior de um elemento
triangular é dada por:

ei:|(P1—(102|“‘|(Pz—(l>3| i=1,2,..,nel 4)

onde @, ¢z € ¢3sd0o os Angulos dos vetores da veloci-
dade resultante em cada n6 do i-ésimo elemento, ao
longo da direcéo x.

Utiliza-se ainda um indicador de erro base-
ado no gradiente da profundidade, o qual é calcula-
do através da expressao:

ef:{‘% + % 12 ,i=1,2,...,nel (5)

onde i representa o nimero do elemento da malha,
X e y sdo as diregoes principais, h é a profundidade
total da coluna d’agua, nel é o namero total de ele-
mentos da malha e 1; é a média aritmética do com-

primento dos lados do i-ésimo elemento.

Nas aplicagdes, muitas vezes com o objetivo
de identificar as principais caracteristicas do
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escoamento em corpos d’dgua rasos e propiciar que
todos os seus efeitos sejam representados na solu-
¢do numérica, sdo utilizados simultaneamente va-
rios indicadores de erro, onde cada um deles
identifica individualmente as caracteristicas ineren-
tes as variaveis que a ele foram atribuidas na sua
definicao.

Quando for selecionado um tnico indicador
de erro, 0o mesmo é calculado para todos os elemen-
tos da malha. Em seguida, os dados resultantes do
calculo do indicador sao analisados pelo novo crité-
rio de adaptacao de malhas, com o objetivo de iden-
tificar os elementos que deverdo ser submetidos ao
processo de adaptacgdo, por ndo atender as condi-
¢Oes necessarios para produzir uma solucao de qua-
lidade.

Da mesma forma, quando forem seleciona-
dos dois ou mais indicadores de erro, o calculo dos
mesmos ¢é efetuado separadamente e simultanea-
mente para cada elemento da malha. Para o propo6-
sito da adaptagdo, se pelo menos um dos
indicadores de erro nido atender as condi¢bes de
qualidade definidas pelo novo critério de adapta-
¢do, o processo de adaptacdo é direcionado para
proceder a adequacao do elemento da malha que
estd sendo analisado. Observa-se que, a cada nivel
de refinamento, mesmo utilizando varios indicado-
res de erro, os elementos sé serdo subdivididos uma
Unica vez.

Subdivisio dos elementos

Para adaptar a malha, é utilizado o método
h-refinamento. Os elementos a serem adaptados
sdo identificados em funcio de indicadores de erro,
os quais sdo analisados minuciosamente pelo novo
critério de adaptacdo. Os elementos selecionados
para serem refinados sao subdivididos em dois no-
vos elementos.

No refinamento, para garantir que os novos
elementos gerados possuam aspectos geométricos
de qualidade, o novo lado é definido pelo segmento
de reta que une o ponto médio do maior lado do
elemento de malha a ser refinado e o vértice oposto.
Na implementagio deste esquema de subdivisdo de
elementos, duas situacoes podem ocorrer: a primei-
ra acontece quando o maior lado do elemento a ser
subdividido pertence ao contorno do dominio. Nes-
te caso, cessa-se o refinamento ap6s a criagao do n6
de contorno e a geracao dos dois novos elementos
da malha; a segunda situacio ocorre quando o mai-
or lado do elemento a ser refinado for interno. En-
tdo, o elemento que compartilha do mesmo lado
(elemento vizinho) também seri subdividido. A
subdivisdo do elemento vizinho é feita devido a
necessidade de manter a consisténcia da malha.

Para um mesmo nivel de refinamento, cui-
dados especiais sdo tomados, para evitar que ele-
mentos sejam subdivididos mais de uma vez, a ndo
ser em situacbes especiais, quando impecam ele-
mentos de serem refinados pela primeira vez.

Realocacao nodal

O processo de refinamento de malhas mui-
tas vezes conduz a geraco de elementos distorcidos
e ainda pode causar uma variacio brusca entre
elementos de diferentes tamanhos, prejudicando a
qualidade da malha e, conseqiientemente, a preci-
sdo da solucdo numérica.

Em vista disto, o processo de refinamento
de malhas é combinado com o processo de realoca-
¢do nodal. Desta forma, as propriedades geométri-
cas dos elementos sao melhoradas, além de
proporcionar que a transi¢ao entre os elementos de
diferentes tamanhos seja suavizada.

Por razoes de eficiéncia, o algoritmo é es-
truturado com uma seqiiéncia de passos de realoca-
¢do nodal, onde em cada passo apenas um né é
movimentado e, portanto, somente os elementos
adjacentes (que tém em comum o nd que esta sendo

realocado) ao no terdo a geometria alterada.

Os nos sao realocados através da utilizacao
de um esquema chamado de realocagdo centroidal,
o qual permite melhorar a qualidade da malha atra-
vés da uniformizacdo da area dos elementos que
compartilham de um mesmo né. Este esquema foi
proposto originalmente por Winslow (1967).

Denominando as coordenadas de posigdo
de um no P, por X, a nova posic¢ao deste no6 é calcu-
lada pela expressao:

Xp = ZAeXe ZAe (6)

e=1 e=1

onde ne é o nimero de elementos que comparti-
lham o né P, e A. e X. representam, respectivamen-
te, a area e as coordenadas (X, y.) do centréide do
e-ésimo elemento.

No processo de suavizagio, todos os nos sdo
submetidos ao esquema de realocagdo centroi-
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dal, com excecio dos nbés de contorno, que sio
mantidos nas posicoes originais, devido a necessi-
dade de preservar a configuracio geométrica e
as condicoes de contorno. Ainda se, por algum mo-
tivo, nés no interior do dominio ndo devam ser
realocados, isto pode ser facilmente pré-estabele-
cido.

Toda vez que um no é realocado, os valores
das variaveis referentes a ele sdo recalculados atra-
vés de uma interpolacao linear. Para tal, sdo toma-
dos os valores das variaveis dos trés vértices do
elemento que abriga a nova posi¢gdo do nd. A ex-
pressao geral de interpolacdo utilizada, quando um
n6 P é realocado para uma nova posicao P’, confor-
me mostrado na Figura 2, pode ser escrita da se-
guinte forma:

Mm

i=1

A v
A @)

onde A representa a area do elemento triangular
que abriga a nova posicao do nd, A; sdo as trés sub-
areas formadas pelos lados do elemento que abriga
0 novo noé e os segmentos de reta que une seus vér-
tices a0 novo no, e v; sao os valores da variavel que
estdo sendo interpolados, correspondentes aos trés
no6s do elemento.

EQUACOES DE AGUAS RASAS

Com o objetivo de analisar a eficiéncia dos
procedimentos desenvolvidos para implementar o
novo critério de adaptagdo de malhas, bem como
avaliar o desempenho da estratégia de adaptagio
automéatica de malhas, os procedimentos foram
incorporados a um programa de elementos finitos,
desenvolvido por Martinez e Vaz dos Santos (1999).
Este programa é utilizado para simular escoamen-
tos em corpos d’agua rasos.

As equacgoes de aguas rasas do modelo ma-
tematico sao obtidas por integracao na profundida-
de das equagbes da conservacdo da massa e da
quantidade de movimento, originadas das equacoes
tridimensionais de Navier-Stokes. As equacgoes sio
integradas, utilizando o método explicito de dois
passos de tempo de Taylor-Galerkin. O mesmo con-
siste em discretizar o problema no dominio do tem-
po, através de uma expansao das equagoes em série
de Taylor e ap0s realizar uma discretizagao espacial,
usando a técnica de Galerkin.

Figura 2. O n6 P realocado para posicao P’.

A aplicacao do método é conduzida em dois
passos de tempo sob a equacao de aguas rasas na
forma matricial, conforme Martinez e Vaz dos San-
tos (1999):

WU HE g Ra oy (8)
ot ox, o
onde:
h hu,
U= hu |, F,=| hu?+g(h?-H?)/ 2 9)
hu, hu,u,
hu,
F,= hu,u, (10)

hu?+g(h?-H?)/ 2

uju
Rs_ fhu2+g(h—H)8H —'rTl g| |2 1 hapa
ox; p C p OX,

uju
—mmgmﬂﬁHJ2Q|zh%a

(11)

L &, p C* pox, |
_ 0 - _ 0 -
2 ughou, pgh( ou, oOu
Ryy5 ————— JRyp= | —2+—L||(12)
di b ox, 27 70 ax, ox,
Myh [ Quy Ouy 2 pyh 0uy
p \0x; 0xy )] p 0,

[52 |
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onde: h e H sdo, respectivamente, a profundidade
total e a profundidade média da coluna d’agua; u, e
u, sdo as componentes da velocidade média ao lon-
go da profundidade; |u| o médulo da velocidade; 1,
e 1. sdo as componentes da tensdo do vento na su-
perficie d’agua; g representa a aceleracao da gravi-
dade; p corresponde a massa especifica; C o
coeficiente de Chezy; ug é a viscosidade turbulenta;
Pa representa a pressdo atmosférica; e f a aceleracao
de Coriolis.

APLICACOES

Objetivando avaliar o desempenho dos pro-
cedimentos desenvolvidos, sdo executadas duas
aplicagbes envolvendo escoamentos em corpos
d’agua rasos. Foram selecionados exemplos, cujas
solucbes representam as principais caracteristicas
da dinamica de fluidos computacional. Desta forma,
sdo utilizados os indicadores de erro descritos neste
trabalho, permitindo, assim, avaliar eficientemente
o novo critério de adaptacdo de malhas proposto,
bem como a estratégia de adaptacio automatica de
malhas.

Nas aplicacoes, sao utilizados indicadores
de erro integrados com o novo critério de adaptacao
que, em conjunto, proporcionam identificar as sub-
regides da malha que possuem elevados gradientes
da velocidade e da profundidade e, também, os
locais de baixas velocidades e de vortices. Simulta-
neamente, nestes locais, sdo aplicados os processos
de refinamento e de suavizacdo de malhas, com o
proposito de melhorar a qualidade da malha e, con-
seqiientemente, a precisdo da solugdo numérica.

A escolha dos indicadores de erro utilizados
nas aplicacoes esta associada a geometria do corpo
d’agua, a qual define o comportamento do escoa-
mento do fluido, bem como as caracteristicas que se
deseja evidenciar com mais precisdo na solugao do
problema.

Destaca-se que, na segunda aplicacdo, o
corpo d’4gua descrito foi exclusivamente idealizado
para ser apresentado neste trabalho, com o objetivo
de analisar simultaneamente os quatro indicadores
de erro definidos anteriormente.

O objetivo principal das aplica¢Ges apresen-
tadas é analisar a capacidade do novo critério de
adaptacao em identificar e gerenciar os refinamen-
tos das regioes da malha de baixa precisao, avaliar a
qualidade da malha refinada e suavizada, analisar a
precisdo da solucdo numeérica e o tempo computa-
cional despendido para produzir solugbes de quali-
dade.

Para averiguar se os refinamentos foram
realizados corretamente nas regides criticas, basta
confronta-los com as caracteristicas do escoamento
obtidas na solugdo numérica. Quanto a verificacao

da qualidade da malha adaptada, a mesma é feita
através da analise da qualidade geométrica dos
elementos triangulares, da suavizagio entre as regi-
oes de diferentes densidades de elementos e da
qualidade da solu¢dao numérica.

No que diz respeito a qualidade das solu-
¢Oes numéricas, estas sao comparadas com solugoes
existentes na literatura. Da mesma forma, o tempo
computacional é avaliado, fazendo-se uma compa-
racao entre o niumero de elementos utilizados para
a obtencdo da solugido de problemas constantes na
literatura, com o namero de elementos utilizados
neste trabalho, para produzir uma solucao de qua-
lidade equivalente aquela apresentada nas aplica-
¢oes simuladas.

Portanto, nesta secdo sdo definidas, solu-
cionadas e analisadas duas aplica¢des de escoamen-
to em corpos d’agua rasos, visando os objetivos
deste trabalho.

Canal com estreitamento simétrico

Nesta primeira aplica¢io, é considerado o
escoamento d’dgua em um canal simétrico, com
uma variacao gradual na largura de 15 graus, cujas
dimensdes estdo mostradas na Figura 3.

A profundidade d’agua inicial éde 1.0m e a
velocidade do fluxo na entrada do canal, lado es-
querdo, é equivalente ao nimero de Froude 2.5. Na
saida, as componentes da velocidade e a superficie
d’4gua sdo livres, enquanto nas laterais do canal, as
velocidades normais sdo impostas como sendo nu-
las e as velocidades tangenciais e a altura da super-
ficie do fluido sdo livres.

O dominio do problema foi discretizado ini-
cialmente com 940 noés e 1742 elementos, os quais
encontram-se uniformemente distribuidos em to-
das as regioes deste dominio, como pode ser visto
na Figura 3.

Para a adaptacao da malha, foi utilizado o
indicador de erro que leva em consideracao o gradi-
ente da profundidade d’agua, devido a geometria do
problema e, em conseqiiéncia, as caracteristicas do
fluxo. Os seis niveis de refinamentos suavizados
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Figura 3. Dominio computacional discretizado
inicialmente com 940 nés e 1742 elementos.

foram realizados simultaneamente com o proces-
samento da solucdo, utilizando-se, para o novo
critério de adaptacdo de malhas, o coeficiente o
unitério. A malha adaptada pelo esquema descrito,
que contém 3152 noés e 6137 elementos, € mostrada
na Figura 4.

Na malha refinada, verifica-se a existéncia
de uma transi¢do uniforme entre as regides de dife-
rentes densidades de elementos, bem como elemen-
tos de boa qualidade geométrica, indicando que a
suavizacao produz bons resultados.

E importante observar que, a cada nivel de
refinamento realizado, é aplicado um tnico nivel de
realocacdo nodal, pois aumentando o ntimero de
realocacoes, serdo causadas distor¢des nos elemen-
tos da malha, ao invés de melhorar a qualidade
geométrica dos mesmos.

As isolinhas da profundidade total d’agua,
para a solucdo no regime permanente, podem ser
vistas na Figura 5. Nesta representacdo grafica,
observa-se a presenca de ondas de choque cruzadas
(também chamados de saltos hidraulicos), as quais
coincidem perfeitamente com as regides de refina-
mento da malha, caracterizando a eficiéncia do
novo critério de adaptagdo em analisar os indicado-
res de erro, a fim de identificar minuciosamente a
presenca de elevados gradientes da profundidade.

Na Figura 6, é mostrada a solucao relativa a
elevacao da superficie livre d’agua ao longo da mar-
gem direita do canal, a qual é perfeitamente com-
preendida, quando associada com a geometria do
dominio computacional do problema e com as on-
das de choque.

Estes resultados, encontrados na aplicacdo,
sdo consistentes em comparacao com os obtidos por
Zienkiewicz e Ortiz (1995), e com os apresentados
por Lyra (1996). Entretanto, neste trabalho, sdo
utilizados cerca de 32% e 40%, respectivamente, do
nimero de elementos empregados nos trabalhos

Figura 4. Malha refinada, contendo 3152 nés e
6137 elementos.
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Figura 5. Isolinhas da profundidade total d’agua.

acima citados, que ndo usam técnicas de adaptagio
de malhas.

Canal com dois estreitamentos
intermediarios

Visando analisar simultaneamente varios
efeitos de um escoamento supercritico, em uma
Gnica aplicacao, foi idealizado um canal retangular,
com dois estreitamentos intermediarios na lateral
direita. Para consolidar os estreitamentos, foram
projetadas duas cunhas triangulares, ambas com
base medindo 3.0 m e a altura 1.5 m, colocadas ao
longo do canal, conforme Figura 7. Desta forma
projeta-se, na sua margem, uma cavidade. O con-
torno a montante localiza-se a 6.0 m da primeira
cunha, enquanto a jusante distancia-se a 5.0 m da
segunda. Para produzir efeitos significativos, di-
mensionou-se a largura do canal em 5.0 m.

7

Foi definido que o escoamento d’agua ocor-
re da esquerda para a direita. Nos nos de contorno,
a montante do canal, foi adotada uma velocidade
equivalente ao nimero de Froude 2.6 e uma pro-
fundidade d’4gua fixa de 1.0 m, e a jusante, tanto a
velocidade quanto a superficie livre d’4gua foram
adotadas livres. As condigcoes de contorno nas late-
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Figura 6. Profundidade total d’agua ao longo da
margem direita do canal.
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Figura 7. Dominio computacional discretizado
com
1010 noés e 1849 elementos.

rais do canal foram impostas como sendo: veloci-
dades normais nulas, velocidades tangenciais e
superficie livre d’agua.

O dominio computacional discretizado pela
malha inicial, conforme a Figura 7, foi submetido a
solucdo e adaptagbes conforme o algoritmo descri-
to, sendo que, para os quatro niveis de refinamen-
tos e suavizacgdes, foram utilizados os quatro
indicadores de erro: o primeiro permite identificar
os gradientes da profundidade; o segundo, os gradi-
entes da velocidade; o terceiro tem o objetivo de
revelar as regioes de baixas velocidades; e o quarto,
os locais em que ocorrem mudancas nas direcgoes
das velocidades nos nés de cada elemento da ma-
lha, ou seja aonde hé vortices.

Para analisar os indicadores de erro, utili-
zaram-se, para o novo critério de adaptacdo de ma-
lhas, os coeficientes o = 1.0, com excecdo para o
gradiente da velocidade, adotado como a = 1.5, por
nao necessitar de maiores refinamentos nas regioes
onde ocorrem estes efeitos. Desta forma, foi obtida
um malha com 2367 nos e 4502 elementos, mos-
trada na Figura 8, a qual proporcionou uma solugio
numérica de alta qualidade, contendo todos os efei-
tos que eram estimados (saltos hidraulicos, baixas
velocidades e os vortices).

Com referéncia a malha refinada, identifi-
cam-se seis regides bem definidas, onde ocorrem as
adaptagbes: a primeira encontra-se a 3.80 m da
entrada do canal; a segunda, no inicio do estreita-

Figura 8. Malha refinada através dos quatro
indicadores de erro, contendo 2367 nés e 4502
elementos.

mento do canal; a terceira, sobre a primeira cunha
de estreitamento; a quarta, na regiao da cavidade
(entre as duas cunhas); a quinta sobre a segunda
cunha; e a ultima obliquamente, no intervalo dos
16.0 m ao0s 21.0 m.

Com o objetivo de mostrar a atuacao de ca-
da um dos indicadores de erro, utilizados nesta
aplicacdo, sdo mostrados nas Figuras 9, 10, 11 e 12,
respectivamente, os refinamentos individuais pro-
porcionados pelos gradientes da profundidade,
pelos gradientes da velocidade e pelos indicadores
de erro que levam em consideracao as baixas velo-
cidades e os vortices. Com isto pode-se identificar a
contribuicao de cada um destes indicadores de erro
na adaptagdo final da malha, a qual foi utilizada na
obtencao da solucdo numérica do problema simula-
do. Ainda sfo destacados a quantidade de nds e de
elementos de cada uma das malhas refinadas parci-
almente pelos indicadores de erro referenciados.

Nas Figuras 13, 14 e 15 sdo apresentadas,
respectivamente, as solucgdes relativas ao campo de
velocidades, as linhas de fluxo das particulas d’agua
e as isolinhas da profundidade total. Estas solugoes
foram obtidas sob a malha refinada, em func¢ao dos
quatro indicadores de erro, apds 20000 passos de
tempo, para o regime permanente.

Para visualizar com nitidez o comporta-
mento da superficie livre d’agua, é tragado o gréfico
da profundidade total, ao longo da coordenada
y=2.0m do canal. Assim, é possivel associar as
isolinhas da profundidade total, da Figura 15, com
as profundidades, mostradas na Figura 16.

Analisando a solucdo numérica através da
representacdo grafica (Figuras 13 a 16), pode-se
afirmar que esta é de boa qualidade. Como o estrei-
tamento do canal foi projetado com um angulo ele-
vado (26.56 graus) e ainda fechando 3/10 da sua
largura, o choque das particulas d’agua ocorre com
grande intensidade proximo da primeira cunha e
praticamente perpendicular as margens, conforme
mostrado nas Figuras 15 e 16.
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Figura 9. Malha refinada através do indicador de
erro, que leva em consideracio o gradiente da
profundidade, com 1585 nés e 2987 elementos.
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Figura 10. Malha refinada através do indicador
que leva em consideracao o gradiente da
velocidade, com 1366 noés e 2546 elementos.
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Figura 11. Malha refinada através do indicador de
erro, que leva em consideracao as baixas
velocidades, com 1320 noés e 2449 elementos.
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Figura 12. Malha refinada através do indicador
de erro, que leva em consideracio os vortices,
com 1235 noés e 2271 elementos.
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Figura 16. Grafico da profundidade total d’agua
ao longo da coordenada y = 2.0 m do canal.

Na regido da cavidade do canal, entre as
duas cunhas, ocorrem os efeitos de baixas velocida-
des e de vortices, que podem ser visualizados nas
Figuras 13 e 14. Finalmente, nos dltimos 6.0 m do
canal, identifica-se uma onda de choque obliqua a
margem direita, que pode ser vista no grafico das
isolinhas da profundidade total e no grafico da pro-
fundidade total d’agua ao longo da coordenada
y = 2.0 m do canal.

Considerando as solugdes obtidas, os indi-
cadores de erro utilizados e os refinamentos efetua-
dos, conclui-se que o novo critério de adaptacdo da
malhas foi eficiente na identificacio dos principais
efeitos fisicos do escoamento do problema simulado
e no gerenciamento dos refinamentos.
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CONCLUSOES

A anélise das solu¢es numéricas e da qua-
lidade dos refinamentos obtidos nas aplicacoes
mostrou que os objetivos propostos neste trabalho
foram alcancados.

O novo critério de adaptacdo de malha
mostrou ser eficiente na anélise dos indicadores de
erro e no processo decisivo de gerenciar os refina-
mentos nas sub-regioes onde, realmente, se faziam
necessarios. Além disso, o coeficiente o, utilizado
no critério, permite prever com facilidade a intensi-
dade de refinamentos e, conseqiientemente, a
quantidade de elementos da malha final gerada.

Os resultados obtidos com o modelo mate-
matico utilizado, combinado com o novo critério de
adaptacao de malhas e a estratégia de adaptacdo
automatica de malhas, apresentam solugbes de
qualidade.

Quanto ao tempo computacional, é obtida
reducdo razoavelmente elevada, conforme compro-
vado na primeira aplicacdo, pois foi utilizado um
numero de elementos inferiores aos empregados na
literatura referenciada.

Ainda, destaca-se que o novo critério de a-
daptacdo pode ser facilmente incorporado a mode-
los mateméticos que usam processos adaptativos
para proporcionar a obtencao de solugdes numéri-
cas de melhor qualidade.
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A New Mesh Adaptation Approach
ABSTRACT

A new mesh adaptation approach for finite
element analysis, based on the normal distribution
theory, is presented. It is applied as tool to analyze
the quality of a numerical solution. The new adap-
tation approach has decisive and automatic char-
acteristics to analyze error indicators, enabling the
identification of the sub-regions of the mesh that
need to be adapted, in order to obtain a quality
solution. An unstructured mesh is used, with trian-
gular elements of three uniformly distributed
nodes, for the discretization of the problem do-
main. The h-refinement process is used for the
adaptation. After each refinement level the mesh is
smoothed. The implemented procedures were in-
corporated in a finite element program for the
purpose of simulating flow problems in shallow
water bodies. In this way, an automatic mesh ad-
aptation strategy is built, consisting of the finite
element program, the new adaptation mesh ap-
proach, the h-refinement and the smoothing, which
is executed simultaneously and interactively while
obtaining the numerical solution. This enables the
accurate determination of the main effects of in-
compressible fluid dynamics. Applications are
presented for an emphatic evaluation of the per-
formance of the new adaptation mesh approach.

Key-words: computational hydraulics;
numerical methods; finite elements; mesh.



