Matematica das Aproximacoes

Sistemas de Equacoes Lineares
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3.4 — Método Iterativo: A solu¢do de um sistema de equagdes
lineares pode ser obtida utilizando um método iterativo, que consiste
em calcular uma seqiiéncia de aproximagdes de x, a partir de uma

aproximagcao inicial x©,

Método de Gauss-Seidel:
Seja o sistema Ax = b:
a,x, +a,x, +.. +a,x, =b,
a,, X, +a,x,+ ... +a, x, =b,

a.,x,+a,x,+..+a, x =b

n

FURG - IMEF - Prof. Tales Luiz Popiokek



O método de Gauss-Seidel consiste em:

a) 1niciar as iteragdes a partir de uma aproximacgao inicial
T
=l ]

—~—

Normalmente, utiliza-se, na aproximagdo inicial,
zero para todas as incognitas.

FURG - IMEF - Prof. Tales Luiz Popiokek




O método de Gauss-Seidel consiste em:

a) 1niciar as iteragdes a partir de uma aproximacgao inicial
T
e ]

b) calcular uma sequéncia de aproximacoes xV, x2, x3  x{U0
utilizando as equagoes:

(k) (k) (k)
KD —(a,x, +a;x; +..+a,x,’)
1
a
“_ -
—

Da primeira equacdo do sistema, foi explicitada a
variavel x,.
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O método de Gauss-Seidel consiste em:

a) 1niciar as iteragdes a partir de uma aproximacgao inicial
T
e ]

b) calcular uma sequéncia de aproximacoes xV, x2, x3  x{U0
utilizando as equagoes:

(k) (k) (k)
KD —(a,x, +a;x; +..+a,x,’)
) =
- all

Um novo x, da iteragdo (k+1) serd calculado,
usando o x, , X3, ..., X, da iteragdo anterior (k).
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O método de Gauss-Seidel consiste em:

a) 1niciar as iteragdes a partir de uma aproximacgao inicial
T
e ]

b) calcular uma sequéncia de aproximacoes xV, x2, x3  x{U0
utilizando as equagoes:

xl(k+1) (alzx(k )+ an(k S+ alnx,(f D)
ap
X b, —(a, x""" +a,,x" +..+a, x")
_ “n _
N

Da segunda equacdo do sistema, foi explicitada a
variavel x,.
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O método de Gauss-Seidel consiste em:

a) 1niciar as iteragdes a partir de uma aproximacgao inicial
T
e ]

b) calcular uma sequéncia de aproximacoes xV, x2, x3  x{U0
utilizando as equagoes:

xl(k+1) (alzx(k )+ an(k "+ alnx,(f )

a
X b, —(a, x""" +a,,x" +..+a, x")
S dy,

Um novo x, da iteragdo (k+1) serd calculado, usando o x, da iteragdo
(k+1), recém calculado, e x;, x,, ..., x, da iteragdo anterior (k).
E assim segue.
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O método de Gauss-Seidel consiste em:

a) 1niciar as iteragdes a partir de uma aproximacgao inicial
T
e ]

b) calcular uma sequéncia de aproximacoes xV, x2, x3  x{U0
utilizando as equagoes:

XD = (% +apx ++a,x,")
ay
X b, —(a, x""" +a,,x" +..+a, x")
Ay
X = s —(a,x Y +a, xS a0 + a2
As;
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O método de Gauss-Seidel consiste em:

a) 1niciar as iteragdes a partir de uma aproximacgao inicial
T
e ]

b) calcular uma sequéncia de aproximacoes xV, x2, x3  x{U0
utilizando as equagoes:

x1(k+1) (alzx(k) T 4,3%; Xy ot a,X 1(1k))
ay
X b, —(a, x""" +a,,x" +..+a, x")
)
X = s —(a,x Y +a, xS a0 + a2
ds;
LU = —(a 1x1k+1) Tda,,X ékﬂ) T..ta,,._ 1x(k+l))

a

nn
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Equagﬁes de iteracoes:

(k) (k) (k)
LD —(apx,  +ansx; +..t+a,x)
X, =

a
(k+1) (k) (k)
LD b,—(a,x; ' +a,x; +..+a,x, )
; =
dy

(k+1) (k+1) (k) (k)

3 —
2%

(k+1) (k+1) (k+1)

(k+1) _ (anl'xl ta,x, " +..ta, X, )
xl’l
, al’ll’l
Formula Compacta:
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Equa(;(”)es de iteracoes:
(k) (k) (k)
—(a,x,  +a,x; +...+a, x ")

(k+1)
X —
a
(k+1) (k) (k)
LD b,—(a,x; ' +a,x; +..+a,x, )
> —
dy
(k+1) (k+1) (k) (k)
> —
2%
(k+1) (k+1) (k+1)
kD (anl'xl +an2x2 ot a,, X, )

n

a

. Representa todas as

Foérmula Compacta:
equagoes de iteracdo.

(k+1) Z £ ®)
Zalf J T al] J

9

i

+1 .
xD = /= k=0,1,2,... e i=12,....n
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Formula Compacta:

i—1 n
. (k+1) Z (k)
b, Z a,x; '+ ) a.x
j=1

—~
xi(k+1) — Jj=i
a;;
k=0,1,2,...
1=1,2,....n

Considera-se que o método de Gauss-Seidel converge quando o
z s k+1 k 2 AL e
valor miximo de |x*"" — x! )‘ (£ ,em que ¢ € o valor da tolerancia.
_/

l
-

Y

N

Calcula-se o modulo diferenca de todas as
incognitas das ultimas duas iteragcoes (k+1 e k),
toma-se o maior valor e este deve ser menor que

uma tolerdancia (precisdo desejada).
~ (p jada) -
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O método de Gauss-Seidel funciona da seguinte forma:

a) escolhe-se uma aproximagao inicial x(;
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O método de Gauss-Seidel funciona da seguinte forma:
a) escolhe-se uma aproximacao inicial x(¥;

b) gera-se aproximacdes sucessivas x**1) até a convergéncia;
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O método de Gauss-Seidel funciona da seguinte forma:
a) escolhe-se uma aproximacao inicial x(¥;
b) gera-se aproximacdes sucessivas x**1) até a convergéncia;

c) critério de convergéncia:

Y k+1 k A .
MAXimo ‘x.( Vo xf )‘ < £,em que ¢ = tolerincia;

l
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e
'
1
A

O método de Gauss-Seidel funciona da seguinte forma:
a) escolhe-se uma aproximacao inicial x(©;
b) gera-se aproximacdes sucessivas x**1) até a convergéncia;

c) critério de convergéncia:

Y k+1 k A .
MAXimo ‘x.( Vo xf )‘ < £,em que ¢ = tolerincia;

l

d) para obter a convergéncia do sistema, € necessario que Os

coeficientes a; sejam os coeficientes de maior valor absoluto, ou seja:

n . y 5.0
Zl | ) @am’no modulo dos coeficientes
aij > - da equagdo i, com excegdo ay,
J=1 \dividido pelo médulo de a,.
J#i . ii
o, = i=12,....n
la.|

l
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e
'
1
A

O método de Gauss-Seidel funciona da seguinte forma:
a) escolhe-se uma aproximacao inicial x(©;
b) gera-se aproximacdes sucessivas x**1) até a convergéncia;

c) critério de convergéncia:

Y k+1 k A .
MAXimo ‘x.( Vo xf )‘ < £,em que ¢ = tolerincia;

l

d) para obter a convergéncia do sistema, € necessario que Os

coeficientes a; sejam os coeficientes de maior valor absoluto, ou seja:

n . y 5.0

Zl | ) @am’no modulo dos coeficientes
aij > - da equagdo i, com excegdo ay,

J=1 \dividido pelo médulo de a,.

]il . 12

o, = i=12,....n
la |

i /

4 maior valor de o, deve ser menor
£ que | (um) para o método convergir.
O valor maximode (¢;) ( 1
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Exemplo 1:

Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo, utilizando o método

de Gauss-Seidel,com € < 0,001 e a aproximacdo inicial x” =[0 0]":
4x,— x, =1

x, +3x, =3,5
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Exemplo 1:

Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo, utilizando o método
de Gauss-Seidel,com € < 0,001 e a aproximacdo inicial x” =[0 0]' :

4x,— x, =1

x, +3x, =3,5

Para verificar se o método
de Gauss-Seidel converge.
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Exemplo 1:

Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo, utilizando o método
de Gauss-Seidel,com € < 0,001 e a aproximacio inicial x® =[0 0]" :

Dla, |
_ — ij
_ _J# —
xl+3x2_3,5 al_ l_l,z, ,n
la, |

la, |

la,, | |

la,, |
o, = 21

la,, |
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Exemplo 1:

Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo, utilizando o método
de Gauss-Seidel,com & < 0,001 e a aproximacio inicial X =[0 0] :

Substituindo os coeficientes do
) sistema, obtém-se os valores dos o..

FURG - IMEF - Prof. Tales Luiz Popiokek




Exemplo 1:

Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo, utilizando o método
de Gauss-Seidel,com & < 0,001 e a aproximacio inicial X =[0 0] :

J#i .
x, +3x, =3,5 ;= i=12,.,n
la, |
la,| 1
o = 2! _
la,, | 4
la, | 1 Comparando a,=1/4 e o.,=1/3,
— —_ P 1 2
: | a,, | 3 verifica-se que 1/3 é o maior valor.

maximo (&, ) 1

1 , :
como — ( 1, entdo, o método de Gauss - Seidel converge.
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Sistema de equacoes lineares:
4x,— x,=1

x,+3x, =35
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Sistema de equacoes lineares:

4x,— x,=1

x,+3x, =35
Equacdes de iteragao:

x,=(+x,)/4 }
x,=03,5—x,)/3

Da primeira equacdo do sistema foi
explicitada a incognita x, e da
segunda equagdo x,.
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Sistema de equacoes lineares:

4x,— x,=1

x,+3x, =35
Equacdes de iteragao:

=+x,)/4
=3,5-x,)/3
ou seja:

x=1+x)/4

(k+1) — (3 5 X k+1))/3
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Tabela:

Observagoes: \

 Para facilitar os cdlculos, elaborou-se uma tabela com as seguintes
colunas: k, para indicar o nimero da iteracdo; x, e x,, para escrever
as aproximagoes da solucdo; e & para escrever o valor da tolerdncia.

* Na primeira linha (k = 0), escreve-se os valores da aproximacdo
inicial x = [ 0 0], ou seja, x, = 0 e x, = 0. A tolerdncia ainda ndo

pode ser calculada, porque ndo se tem duas aproximacoes sucessivas.
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Tabela:

0,0

(k+1)

(k+1)

=(1+x)/4
=(3,5-x"")/3

Estas sdo as duas equagoes utilizadas
para calcular iterativamente as
aproximacoes da solugdo.
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Tabela:
k Xq X, &
0,0 0,0 -
?

A =1+ xP)/ 4

(k+l) (3 5 xl(k+1) ) / 3

0 = (1+x)/4

Utiliza-se a primeira equagdo para
calcular x, da primeira iteracdo, x, "),
substituindo-se x, da aproximacdo

inicial, x,. Veja: L
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Tabela:
k Xq X, &
0,0 0,0 -
0,25000
/

0 =1+x0)/4=(1+0)/4=025
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Tabela:
k Xq X, &
0,0 0,0 -
0,25000 ?

2D =1+ 2Py /4

(k+1) — (3 5 xl(k+l))/3

Jﬁ” =(1+x")/4=(01+0)/4=0,25
xV=3,5-x")/3
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Tabela:

k Xq X, &
0,0 0,0 -
0,25000 1,08333

/

x=3,5-x")/3=(3,5-0,25)/3=1,08333
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Tabela:
k Xq X, &
0,0 0,0 -
0,25000 1,08333 ?

6 = (14 x0) /4
(k+1) (3 5 Xl(k+l) ) / 3

xV=1+x")/4=(01+0)/4=0,25
' =3,5-x")/3=(3,5-0,25)/3=1,08333

(k+1) (k) | Calcula-se a diferenca entre |x,- x,0 e
lx,(1- x,(91 e toma-se o valor mdximo.
Veja a seguir:

£ =max| x,
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Tabela:
k Xq X, &
0,0 0,0 -
0,25000 1,08333 ?

NV =(1+x3)14

(k+l) (3 5 x1(k+1) ) / 3

xV=1+x")/4=(1+0)/4=0,25
' =3,5-x")/3=(3,5-0,25)/3=1,08333

£=max | x" —x" 1= xV — x|
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Tabela:
k Xq X, &
0,0 0,0 -
0,25000 1,08333 1,08333

NV =1+x)14
(k+l) (3 5 X k+l))/3

0 =(1+x9)/4=(140)/4=0,25

' =3,5-x")/3=(3,5-0,25)/3=1,08333

£ =max | x,

(k+1) _ (k) =] x(l) _
2

x” 1=11,08333-01=1,08333
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Tabela:
k Xq X, &
0 0,0 0,0 -
1 0,25000 1,08333 1,08333
2 ?

XV =1+x3")14
(k+1) — (3 5 xl(k+1))/3
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Tabela:
k Xq X, &
0 0,0 0,0 =
1 0,25000 1,08333 1,08333
2 0,52083 ?

XV =1+x3")14
(k+1) — (3 5 xl(k+1))/3

x? =1+x")/4=(01+1,08333)/4=0,52083
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Tabela:
k Xq X, &
0 0,0 0,0 -
1 0,25000 1,08333 1,08333
2 0,52083 0, 99306 ?

XV =1+x3")14
(k+1) — (3 5 xl(k+1))/3

X =1+ x")/4=(1+1,08333)/4 = 0,52083
P =(3,5-x?)/3=(3,5-0,52083)/3 = 0,99306
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Tabela:

k Xq X, &
0 0,0 0,0 -
1 0,25000 1,08333 1,08333
2 0,52083 0, 99306 0,27083

x=1+x)/4

(k+1) (3 5 X k+l))/3

x? =1+ x)/4 = (1+1,08333)/4 =0,52083
P =3,5-x?)/3=(3,5-0,52083) /3 = 0,99306

£=max | x" —x" = x® - x* 1=10,25-0,52083 = 0,27083
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Tabela:
k Xq X, &
0 0,0 0,0 -
1 0,25000 1,08333 1,08333
2 0,52083 0, 99306 0,27083
3

x =1+x)/4

(k+1) — (3 5 xl(k+1))/3

A demais operagoes devem ser
> acompanhadas pelo aluno.
Veja os resultados:

g=max|x*"—x" i=12,
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Tabela:
k Xq X, &
0 0,0 0,0 -
1 0,25000 1,08333 1,08333
2 0,52083 0, 99306 0,27083
3 0,49826 1,00058 0, 02257

x =1+x)/4

(k+1) — (3 5 xl(k+1))/3

(k+1) .(k) |

£ =max | x, ,i=1,2
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Tabela:
k Xq X, &
0 0,0 0,0 -
1 0,25000 1,08333 1,08333
2 0,52083 0, 99306 0,27083
3 0,49826 1,00058 0, 02257
4 0,50014 0,99995 0,00188

x =1+x)/4

(k+1) — (3 5 xl(k+1))/3

(k+1) .(k) |

£ =max | x, ,i=1,2
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Tabela:

k Xq X, &

0 0,0 0,0 -

1 0,25000 1,08333 1,08333
2 0,52083 0, 99306 0,27083
3 0,49826 1,00058 0, 02257
4 0,50014 0,99995 0,00188
5 (0, 49999 1,00000 >| (0,00016 )

Esta é a solucdo

oximada do sistema, visto que,
&= 0,00016, calculado na tabela, é menor que a
tolerdncia exigida no enunciado do exemplo (&€ <0,001).
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Tabela:
k Xq X, &
0 0,0 0,0 -
1 0,25000 1,08333 1,08333
2 0,52083 0, 99306 0,27083
3 0,49826 1,00058 0, 02257
4 0,50014 0,99995 0,00188
5 (0, 49999 1,00000 > 0,00016

e

Solucao: x =[ 0,49999 1,00000]"
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Exemplo 2:

Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo, utilizando o método
de Gauss-Seidel,com £ < 0,001 e a aproximacio inicial x” =[0 0 0] :

X +5x,— x;= 8
—-6x,+ x,+ x;=-1

X, — X, +4x,= 11
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Exemplo 2:

Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo, utilizando o método
de Gauss-Seidel, com € < 0,001 e a aproximacdo inicial x¥” =[0 0 0] :

X +5%x,— x;=

—-6x,+ x,+ X,

X, — X, +4x,

8

-1

11

—6x,+ x,+ x,=-1

:> x,+5x,— x,= 8

X, — x,+4x,= 11

TN

Reorganizacdo das equacgoes do sistema
para colocar os maiores coeficientes na
diagonal principal da matriz a; e, apos,
Kcmalisar o critério de convergéncia/
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Exemplo 2:

Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo, utilizando o método
de Gauss-Seidel, com € < 0,001 e a aproximacdo inicial x¥” =[0 0 0] :

X, +5x,— x;= 8 —6x,+ x,+ x,=-1
—6x,+ x,+ x,=-1 :> X, +5x,— x;= 8
x,— x,+4x,= 11 X, — X, +4x, = 11

n
2.la;!
=

> .
o == i=1,2,...n
la.. |

u
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Exemplo 2:

Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo, utilizando o método
de Gauss-Seidel, com € < 0,001 e a aproximacdo inicial x¥” =[0 0 0] :
—6x,+ x,+ x,=-1

X +5x,— x;= 8
—-6x,+ x,+ x;=-1
X — X, +4x, = 11
Dla, |
=l
o, == i=12,..

l

la.. |

u

N

—

[

\

—) | @

X +5x,— x;= 8

X, — X, +4x, = 11

=|a12|+|a13I=1+1=1
1 la,, | 6 3
=|a21|+|a23I:1+1:%
? la,, | 5 5
a:|a31|+|a32I:1+1:l
’ la, | 4 2
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Exemplo 2:

Resolver o sistema de equagdes lineares abaixo, utilizando o método
de Gauss-Seidel, com € < 0,001 e a aproximacdo inicial x¥” =[0 0 0] :

X, +5x,— x;= 8 —6x,+ x,+ x,=-1

—6x,+ x,+ x;=-1 :> X, +5x,— x;= 8

X, — X, +4x, = 11

X — X, +4x, = 11

) (o lapltlagl 141 1
>lay| 1 la,, | 6 3

_ J . Clay l+lay,l 1412
o, = o i=1,2,...n j> { a, = o] — =7
1

2

5
la, | +la,, | 1+1@
o, = =
maximo(M4
1

como — ( 1, entdo, o método de Gauss - Seidel converge.
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Sistema de equacoes lineares:

—6x,+ x,+ x;=-1
X +5x,— x;= 8

X, — x,+4x,= 11
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Sistema de equacoes lineares:
—-6x,+ x,+ x;=-1
X, +3x,— x,= 8

X, — x,+4x,= 11

Equacdes de iteragdes sao, conforme mostrado anteriormente:

11— —
X, = _x26 3
— X, +
x2:8 X, + X,
5
x3:11—x1+x2

4
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Sistema de equacoes lineares:

—-6x,+ x,+ x;=-1
X, +3x,— x,= 8

X, — x,+4x,= 11

Equacdes de iteragdes sao, conforme mostrado anteriormente:

11— —
X, = _x26 3
— X, +
x2:8 X, + X,
5
x3:11—x1+x2

4

ou

(k) (k)
RO 1=x" —x
) =
—6
(k+1) (k)
x(k+1) . 8 - xl + x3
) =
5
(k+1) (k+1)
x(k+1)_11—)€1 +X2
3 =
4

FURG - IMEF - Prof. Tales Luiz Popiokek




Tabela:
k Xq X, X &
0 0,0 0,0 0,0 -
1 ?
(k) (k)
wy _ =X —x
.xl -
-6
(k+1) (k)
(k+1)_8_x1 +X3
X2 -
5
(k+1) (k+1)
(k+1)_11_x1 +X2
X3 -
4
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Tabela:
k Xq X, X &
0 0,0 0,0 0,0 -
1 0,16667 ?
k k
XD = oo —120-0 6667
-6 -6
(k+1) _ 8—x" +x3”
x, =
5
o _ ll_xl(k+1) +X§k+1)
’ 4
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Tabela:
k Xq X, X &
0 0 4 0 O /4 O 0 4 0 -
1 0,16667 1,56667 ?
—1- (k) _ .(k) —1-0-
S . i M B\ BT
-6 -6
(k1) | (k)
— + —-0,1 +
X = 8 — X, X3~ _8-0,16667+0 _ 156667
5 5
w11 R
Xy | = g
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Tabela:
k Xq X, X &
0 0, 0 O/ O OI 0 -
1 0,16667 1,56667 3,10000 ?
=P _ O _1__
e T =% 21207046667
-6 -6
k) () —01
xé"“):g x4 X, :8 0, 6667+O:1,56667
5 5
LD 11=x" D+ x5 11-0,16667 +1,56667 Al
3 - - B
4 4
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Tabela
k Xq X, X &
0 0 4 0 O /4 O 0 4 0 -
1| 0,16667 1,56667 | 3,10000 | 3,10000
(k) _ (k) 10—
e = 212 - Y o T17070 4 16667
_ kD) () _
kb _ 8 —x 5 +x _8-016667+0 _ oo
way  TT=x P+ x50 11-0,16667 +1,56667
X, = = =31
4 4
£=max |x**) —x®| = x{" - x” I=131-0,01=31
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Tabela:
k Xq X, X &
0 0,0 0,0 0,0 -
1 0,16667 1,56667 3,10000 3,10000
2

(k) (k)
KD —1-x" —x
| =
—6
(k+1) (k)
x(k+1) _8—)61 +X3
5 =
5
(k+1) (k+1)
x(k+1)_11_x1 +X2
3 =
4

= mix [ ¢+ — x| =
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Tabela:

0,94444 2,03111 3,02167

k Xq X, X &

0 0,0 O/O OIO -

1 0,16667 1,56667 3,10000 | 3,10000
2

oy — 1= =X —1-1,56667 — 3,1

X = = =0,94444
-6 -6
(kD) (k) .
x§k+1) _ 8—x;" " +x; _ 8—0,94444 + 3,1 203111
5 5
ey _ 11— x4 x5 11-0,94444+2,03111
3 4 1
£ = max ‘Xi(k-H) — Xl.(k)‘ —

=3,02167
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Tabela:

k Xq X, X &
0 0,0 0,0 0,0 -
1 0,16667 1,56667 3,10000 | 3,10000
2 0,94444 2,03111 3,02167 0,77778

oy — 1= =X —1-1,56667 — 3,1

x = = = 0,94444
-6 -6
(kD) (k) _
o 8= x” 8-004444431 ) 0
5 5
(kD) (k+1) _
o L L= gt 11-0,044444 203111, 010
4 4
£=max [x*" - x| = max[x{” - x| = mdx|0,16667 — 0,94444| = 0,77778

FURG - IMEF - Prof. Tales Luiz Popiokek



k Xq X, X &
0 0,0 0,0 0,0 -
1 0,16667 1,56667 3,10000 | 3,10000
2 0,94444 2,03111 3,02167 0,77778
3
XD = —1-x" —x" _
-6

(k+1) (k)
(k+1) . 8—)61 +x3

xZ -

(k+1)
(k+1) _11_.x1 +x2

X3 -

5

(k+1)

4

D 1
£ = max ‘xl.('” : —xl.(k)‘ =
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k Xq X, X &
0 0,0 0,0 0,0 -
1 0,16667 1,56667 3,10000 | 3,10000
2 0,94444 2,03111 3,02167 0,77778
3 1,00880 2,00257 2,99844 | 0,06435
Xk _ 1= -
-6

(k+1) (k)
(k+1) . 8—)61 +x3

x2 -

5

(k+1) (k+1)
(k+1) _11—X1 +x2

X3 -

4

s 1
£ = max ‘xl.('” : —xl.(k)‘ =
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Tabela:
k Xq X, X &
0 0,0 0,0 0,0 -
1 0,16667 1,56667 3,10000 3,10000
2 0,94444 2,03111 3,02167 0,77778
3 1,00880 2,00257 2,99844 0,06435
4 1,00017 1,99966 2,99987 0,00863
5 0,99992 1,99999 3,00002 0,00034

Solucdo: x =1[0,99992 1,99999 3,00002]!
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Exemplos complementes:

1) Resolver o sistema de equacgdes abaixo, utilizando o método de
Gauss-Seidel, com £ < 0,01 e a aproximacdo inicial x” = [O 00 O]T.

x, +4x, —x, =2

—Xx; + 2x4' =3

2x, +x,= 1
0,5x, + X, = 1,5

Solucdo:  x=[0,998 —1000 0,998 —0,998]
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Fim

iz
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