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RESUMO

No presente trabalho é proposto uma nova parametrizacao para o fluxo de concentracao
usando a derivada de Hausdorff. Uma equagao de ordem fracionéria nas diregoes longitudinal e
vertical é usada para obter a distribuicao da concentragao de contaminantes na camada limite
planetaria. O modelo ¢ resolvido e a solugao é comparada com experimentos reais e com os mo-
delos tradicionas de derivadas de ordem inteira. Mostra-se que o modelo fracionario aspresenta
resultados muito bons em comparacao aos dados experimentais, e tem melhor performance que
o modelo Gaussiano tradicional. De fato, o modelo usando derivada de Hausdorff, com velo-
cidade do vento e coeficiente de difusao constantes, apresenta uma performance muito melhor
do que alguns modelos encontrados na literatura, onde a velocidade do vento e o coeficiente
de difusao sao considerados como funcoes da posicao. Os resultados obtidos mostram que a
estrutura da equacao diferencial de ordem fracionaria é mais apropriada para calcular a distri-
buicao da dispersao de contaminantes em um fluxo turbulento do que a equacao diferencial de
ordem inteira. Um resultado muito importante encontrado é que deve haver uma relacao entre

a ordem « da derivada de Hausdorfl e a estrutura fisica do fluxo turbulento.

Palavras-chaves: Dispersao de contaminantes, Derivada de Hausdorff, Fluxo de concen-

tragao.



ABSTRACT

In the present work, we propose a new parameterization for the concentration flux using a
Hausdorff derivative. The fractional order differential equation in the longitudinal and vertical
positions is used to obtain the concentration distribution of contaminants in the Planetary
Boundary Layer. We solve this model and we compare the solution against both real experi-
ments and traditional integer order derivative models. We show that our fractional model gives
very good results in fitting the experimental data, and perform far better than the traditio-
nal Gaussian model. In fact, the Hausdorff derivative model, with constant wind speed and
constant eddy diffusivity, performs even better than some models found in the literature where
it is considered that the wind speed and eddy diffusivity are functions of the position. The
results obtained show that the structure of the fractional order differential equation is more
appropriate to calculate the distribution of dispersed contaminants in a turbulent flow than an
integer-order differential equation. Furthermore, a very important result we found it is that
there should be a relation between the order o of the fractional derivative with the physical

structure of the turbulent flow.

Palavras-chaves: Dispersion of contaminants, Hausdorff derivative, Concentration flux.
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1 INTRODUCAO

Vive-se a maior parte da vida préximo a superficie da terra, onde é possivel sentir o calor
de um dia de sol e o calafrio do ar noturno. Neste ambiente cultiva-se colheitas, constréi-se
moradias e a maioria do comércio acontece, familiariza-se com as brisas e os microclimas de
determinada regiao, e sente-se o contraste climatico quando viaja-se a outros lugares. Com o
avango da tecnologia e da industria, também houve o aumento da emissao de contaminantes
na atmosfera, os quais causam grandes preocupacoes quanto a preservagao do meio ambiente,
e por essa razao ¢ tao importante que estudos sejam aprofundados nesta area, com o intuito de
que ferramentas cada vez mais eficazes possam ser criadas para monitorar estes fenomenos.

A dispersao de contaminantes na atmosfera é fonte permanente de problemas desafiadores
devido a sua complexidade fisica. A descricao da difusao sobre uma atmosfera turbulenta é
um exemplo de problema nao trivial, pois a turbuléncia gera um processo de difusao anomola.
Histéricamente a difusao andomala foi primeiramente observada na natureza em um fenémeno
de dispersao de contaminantes. Em 1926, Richardson mediu o aumento da largura das plumas
de fumaga geradas por uma fonte pontual continua em um campo de velocidades turbulentas,
especulando entao que a velocidade do ar turbulento pode ser aproximada pela funcao de
Weierstrass [1], mais adiante veremos que esta fun¢ao possui comportamento fractal.

Nesse contexto, os estudos sobre dispersao de contaminantes sao de grande valia para que
se possa estimar as concentracoes de contaminantes emitidos pelas fontes atuais, esta previsao
pode ser feita de duas formas: experimentalmente (observacao de campo) ou pela modelagem
do problema fisico através de equagbes matematicas (simulagao). Na observagao de campo tem-
se a vantagam de trabalhar com dados reais, porém o alto custo e a dificuldade de medicao sao
duas grandes desvantagens. Por essa razao a simulagao acaba tendo preferéncia devido ao seu
baixo custo, além de proverem resultados mais rapidos, no entanto sao resultados aproximados,
pois é necessario que algumas simplifica¢oes do problema real sejam feitas [2].

A dispersao de contaminates em um escoamento turbulento é um fenomeno de multiplas
escalas e isso precisa aparecer nos modelos que o simulam. Com este intuito é que neste trabalho
faz-se uma modificacao na estrutura matematica da equacao de difusao-adveccao inserindo a
derivada de Hausdorff que é um caso particular das derivadas métricas, desta forma obtem-se
equacoes que podem ser resolvidas de maneira simples e por métodos amplamente conhecidos,

como o método de Frobenius.

1.1 Trabalho Proposto

Neste trabalho é proposto um modelo bidimensional para investigar a dispersao de contami-
nantes na Camada Limite Planetdria usando a derivada de Hausdorff. E importante destacar
que o diferencial deste trabalho se da pelo fato de que quando aplica-se a derivada de hausdorff
para resolver a equacao de difusao-advecgao obtemos como resposta duas equacgoes diferenciais

ordinarias que facilitam a solugao do problema.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma abordagem alternativa para a modela-
gem da dispersao de contaminantes emitidos por uma fonte pontual continua na camada limite

planetaria empregando a derivada de hausdorff.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Resolver a equacao de difusao-adveccao utilizando a derivada de Hausdorff.
e Testar o modelo em diferentes condicoes de estabilidade.

e Avaliar o modelo comparando as concentragoes previstas pelo modelo com as observadas

nos experimentos de Copenhagen, Prairie Grass e Hanford.

e Comparar a performance do modelo com outros modelos disponiveis na literatura.

Este trabalho encontra-se organizado em 8 capitulos. No Capitulo 2 apresenta-se o refe-
rencial tedérico sobre a camada limite planetaria, o processo de difusao anomala, a teoria de
fractais, as derivadas métricas e a derivada de hausdorff. No capitulo 3 sao apresentadas a
modelagem matematica do problema e as solugoes das duas equacoes obtidas. J& no capitulo 4
apresenta-se os indices estatisticos utilizados para realizar o estudo comparativo entre os valores
de concentracoes observados nos experimentos e os valores previstos pelo modelo, bem como os
dados dos experimentos de Copenhagen, Prairie Grass e Hanford. Apresenta-se no capitulo 5 os
resultados obtidos no modelo proposto e as discussoes. No capitulo 6 encontra-se a conclusao.
No apéndice, capitulo 7, encontra-se as regras de derivacao das derivadas métricas. e finalmente

no capitulo 8 as referéncias.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Apresenta-se neste capitulo o detalhamento do ambiente de estudo, em seguida faz-se uma
breve introducao a teoria de fractais, que é pré-requisito para o entendimento das derivadas

métricas, em especial a derivada de Hausdorff.

2.1 Camada Limite Planetaria

As caracteristicas da atmosfera proxima a superficie da terra nao sao tipicas das observadas
no resto da atmosfera, devido a influéncia da terra nas camadas mais baixas de ar. Os processos
de transporte sao modificados a uma distancia de 100 a 3000 m da superficie, criando a Camada
Limite Planetaria (CLP), ver figura (2.1).

Atmosfera Livre

Figura 2.1: Troposfera dividida em duas partes: a camada limite proxima a superficie e a
atmosfera livre acima dela. Fonte: http://www.iag.usp.br/meteo/labmicro/

Denomina-se Camada Limite Planetaria a parte da Troposfera que é diretamente influenci-
ada pela superficie da terra, e responde aos forcantes da superficie numa escala de tempo igual
ou inferior a 1 hora [3].

Esta influéncia se dd devido a absorcao da terra de cerca de 90% do calor recebido pela
radiacao solar, e o fato de aquecer e esfriar forca mudancas na CLP através dos processos de
transporte. A turbuléncia é o mais importante destes processos e algumas vezes também é
utilizada para definir a camada limite. Rajadas de vento sobrepostas, podem ser visualizadas
como um conjunto de turbilhoes de movimento irregular denominados redemoinhos, normal-
mente a turbuléncia consiste de redemoinhos de tamanhos variados sobrepostos. A forca de
arrasto do fluxo de ar sobre a terra causa o cisalhamento do vento, o qual frequentemente se
torna turbulento. Obstaculos como arvores e construgoes desviam o fluxo causando ondas de
turbuléncia.

Sobre a superficie da terra em regioes de alta pressao a CLP tem uma estrutura definida

que evolui com o ciclo diurno, ver figura (2.2).
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Figura 2.2: Ciclo diurno da CLP. Fonte: https://pt.slideshare.net/DafmetUfpel /samet2012

2.1.1 Camada Limite Convectiva

A camada limite convectiva (CLC) é constituida pelo conjunto de trés partes da camada li-
mite planetaria, que sao: a camada superficial, a camada de mistura e a zona de entranhamento,

ver figura (2.2).

2.1.1.1 Camada Limite Superficial A camada limite superficial (CLS) corresponde a
aproximadamente 10% do total da CLP, nesta zona as forgas inerciais predominam sobres as
viscosas, ha forte variacao dos gradientes das variaveis atmosféricas médias, como tempera-
tura e momento. Em 1954 foi desenvolvida a Teoria Universal de Similaridade de Monin-
Obukhov (TSMO) [4] para avaliar as inter-relagoes entre essas varidveis, o comprimento de

Monin-Obukhov (L) é o paramentro de avaliagao do grau de estabilidade e é dado por:
u

k(5) (w0)

onde u, € a velocidade de atrito, k é a constante de Von Karman, encontrada na literatura

L=-— (2.1)

como 0,4 [3], g é a aceleragao da gravidade, 6 é a temperatura potencial média e wf é o fluxo
de calor sensivel. L é uma escala de altura, que é proporcional a uma altura acima da superficie
onde os fatores de empuxo térmico do ar sao equivalentes a producao mecanica de turbuléncia.

Quando L é positivo o fluxo turbulento de calor sensivel é negativo e neste caso a CLS é estavel.
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Quando L é negativo o fluxo vertical turbulento de calor sensivel é positivo e neste caso a CLS é
instdvel ou convectiva (convecgao térmica). Quando tende para infinito o fluxo é nulo, portanto

a CLS é neutra, neste caso a TSMO indica que o perfil de velocidade média é logaritmica.

2.1.1.2 Camada Limite de Mistura A turbuléncia na camada limite de mistura (CLM)
é geralmente conduzida convectivamente. Fontes convectivas incluem transferéncia de calor
e resfriamento, ambos podem ocorrer simultaneamente. Mesmo quando a convec¢ao é o me-
canismo dominante, geralmente existe cisalhamento do vento através do topo da CLM que
contribui para a geracao de turbuléncia. Inicia cerca de meia hora apds o nascer do sol e é
caracterizada pela mistura intensa de ar quente que sobe a partir da superficie aquecida pela
incidéncia da radiacao solar. A CLM atinge sua profundidade médxima a tardinha. A tur-
buléncia resultante tende a misturar calor, umidade e momentum. A maioria das fontes de
contaminantes estao préximas a superficie da terra. Portanto, a concentragao de contaminan-
tes pode acumular na CLM. Os contaminantes sao transportados pelo escoamento turbulento.
A captura de contaminantes nessa camada é comum e as vezes levam a alertas de poluicao em

grandes comunidades.

2.1.1.3 Zona de Entranhamento A camada estavel no topo da CLM é chamada zona
de entranhamento (onde a transi¢do na camada mista ocorre), age como uma tampa para o ar

quente que sobe, restringindo o dominio da turbuléncia.

2.1.2 Camada Limite Estavel

Conforme a noite avanca, ocorre o resfriamento da superficie da Terra e surge uma Camada
Limite Estavel (CLE). E caracterizada pelo ar estaticamente estavel com turbuléncia mais fraca
e esporadica. Contaminantes emitidos na CLE se dispersam relativamente pouco na vertical,
eles se dispersam, ou se espalham, com maior rapidez na horizontal. O comportamento dos
ventos é muito complexo durante a noite, a velocidade do vento é baixa apenas acima do nivel

do solo. Em altitudes por volta de 200 m acima do solo o vento pode chegar a 10-30 m/s.
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2.2 Processo de Difusao Andémala

A dispersao de contaminantes na atmosfera é uma fonte permanente de problemas desa-
fiadores devido a sua complexidade. Um exemplo de problema nao trivial é a descrigao da
difusao sob turbuléncia atmosférica. De fato, a turbuléncia é a razao por tras da dispersao
de contaminantes na atmosfera, ja que sem turbuléncia os contaminantes seguiriam apenas as
linhas de corrente das velocidades médias do vento, exibindo uma difusao minima em outras
dire¢oes. Uma notavel consequéncia da turbuléncia é o surgimento da difusao anomala. Ao
contrario da difusao comum, em que o deslocamento quadratico médio aumenta linearmente
com o tempo, na difusdo andémala o deslocamento quadratico médio nao é linear. A difusao
anomala estd estreitamente relacionada com a falha do teorema central do limite devido a
distribuicao esparsa ou correlagoes a longa distancia. Na verdade, a difusao anomala esta re-
lacionada ao teorema mais geral de Lévy-Gnedenko que generaliza o teorema central do limite
para situagoes onde nem todos os momentos existem [5]. Historicamente, a difusdo anomala
foi observada pela primeira vez na natureza no fenomeno da dispersao de contaminantes. Em
1926, Richardson mediu o aumento da largura das plumas de fumaca geradas a partir de fontes
pontuais localizadas em um campo de velocidade turbulenta [1, 5, 6, 7]. Com base em suas
observagoes, Richardson especulou que a velocidade do ar turbulento, que tem uma estrutura
nao diferenciavel, pode ser descrita aproximadamente pela funcao de Weierstrass. Isso foi mo-
tivado em parte pela observagao de que a largura das plumas de fumaga cresce com t*(« > 3),
diferentemente da difusao comum onde o = 1. Além disso, o comportamento nao diferenciavel
do crescimento de largura de plumas gerado a partir de uma fonte pontual é diretamente rela-
cionado a estrutura fractal do campo de velocidade turbulenta, onde as escalas de tamanho de
flutuagao sao, em muitos casos, muito grandes comparadas a escala média.

Neste contexto, as equacoes diferenciais tradicionais nao descrevem adequadamente o pro-
blema da difusao turbulenta porque as derivadas usuais nao sao bem definidas no compor-
tamento nao diferencidvel introduzido pela turbuléncia. Consequentemente, espera-se que as
equagoes classicas de adveccao-difusao nao expliquem completamente a difusdo andémala de
contaminantes, ja que neste caso, os parametros do sistema geralmente crescem mais rapida-
mente do que as solugoes obtidas pelos modelos classicos [7]. Contudo, apesar disso, os modelos
eulerianos e lagrangianos tradicionais sao os mais utilizados na modelagem da dispersao de con-
taminantes na atmosfera [8, 9, 10, 11, 12]. Os modelos eulerianos consistem basicamente na
solucao da equacao de adveccao-difusao e os modelos Lagrangeanos sao baseados na solucao
da equacao de Langevin. Para lidar com difusao anomala, um procedimento comum usado na
literatura para modificar modelos eulerianos é assumir que a estrutura fisica dos fluxos turbu-
lentos e dos campos de velocidade sao descritas por um coeficiente de difusao complexo e um
perfil de velocidades, ambos sao considerados como fungoes de coordenadas espaciais. Essas
funcoes sao geralmente escolhidas para se adequar aos dados experimentais ou sao obtidos da
teoria de difusao estatistica de Taylor [13, 14, 15, 16].

O modelo de dispersao proposto no presente trabalho, ao contrario dos modelos usualmente
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encontrados na literatura, nao resolve a equacao de advecgao-difusao expressa tradicionalmente,
mas modifica a estrutura matematica dessa equacao para representar de forma mais realista
a evolugao no espago da concentracao de contaminantes dispersos em um fluxo turbulento.
Nesse sentido, sao introduzidos operadores fracionarios na equacgao que governa a distribuicao
de contaminantes na atmosfera. O uso destes operadores na modelagem da difusao turbulenta
é justificado pelo comportamento nao diferencidavel no problema e pela presenca de difusao
anomala. Nas ultimas décadas, milhares de trabalhos foram realizados com o objetivo de
explicar a difusao anomala. No entanto, poucos trabalhos tratam da andlise da validade de
modelos baseados em equacoes diferenciais classicas e/ou do uso de operadores diferenciais nao
usuais, para descrever sistemas que apresentam comportamento nao diferencial e/ou dinamica
anomala. O uso de derivadas fracionarias no estudo de sistemas de estados estacionarios, e em
particular na dispersao de contaminantes na atmosfera, é pouco explorado.

Uma equacao para a distribuicao espacial da concentracao de um contaminante nao reativo
na CLP pode ser obtida por uma aplicacao do principio de continuidade ou conservacao de
massa, onde os fluxos s@o representados pela teoria K [17, 18]. Em um sistema de coordenadas
cartesianas na qual a direcao longitudinal x coincide com a velocidade média do vento, a
distribuigao espacial da concentracado ¢ = ¢(z,y, z) de uma substancia ndo reativa pode ser

descrita pela equacgao de advecgao-difusao

g o ( e\ o[ o\ o[ oe
P9 (Y L 9 () 4 2 (g 22
Yo 81’( x@x)Jr&y( y@y)+82( Zaz>’ (22)

onde consideramos apenas o estado estacionario, u = u(z) é a velocidade média do vento na
direcao longitudinal e K,, K,, K. sao os coeficientes de difusao. A equacao da concentracao

integrada (c¢¥ = ¢¥(x, z)) é obtida integrando a Eq. (2.2) em y de —oo a +00 (negligenciando a

ocy 0 ocy
“ar ~ 0: (Ka_) ’ (2:3)

Um processo governado pelo regime de estado estacionario da equacao de advecgao-difusao

difusdo longitudinal),

(2.3) com K, constante é chamado de processo Gaussiano, com uma condigao de fronteira
Fo(z) = liII(l]C_y(QZ, z) = (2) no dominio 0 < z < 00 e —00 < z < 00 a solugao de (2.3) é dada
T—>

pela forma gaussiana

— 1 —22
Y = —— — . 2.4
. 2) = g e (4}@) (24)
Por outro lado, tomando uma transformada de Fourier de (2.3) obtemos uma equacdo de
relaxacao para um numero de onda fixo k,
oY (z, k _
u% = — K. k*c(x, k), (2.5)
x

o que implica que os modos individuais de (2.3) em dominios retangulares decaem exponenci-
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almente em x

(z, k) = (0, k)exp(— K. kz), (2.6)

onde estabelecemos por simplicidade u = 1. Consequentemente, para um processo Gaussiano,
os modos individuais da concentragao seguem uma distribuicao exponencial na direcao lon-
gitudinal x. Na verdade, a distribuigdo gaussiana para a concentracao (2.4) e seu modo de
distribuigao exponencial (2.6) sao caracteristicas do processo de difusao normal, exibindo um

deslocamento quadratico médio linear

> _
2 .
= —lim —c¥(x, k) = 2K ,x. 2.
(@) =~ lim (k) = 2K 2.7)
Por outro lado, na maioria dos casos, o processo de difusao anomala exibe uma lei de poténcia

significando um deslocamento quadrdtico médio (2?) oc 2% com 0 < o < 1 [5].
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2.3 Teoria de Fractais

Em 1975 Benoit Mandelbrot publicou “Os objetos fractais: forma, acaso e dimensao”, onde
expos suas ideias desenvolvidas desde 1962 sobre uma geometria capaz de descrever com precisao
as irregularidades da natureza. Desde o inicio do século XX, diversos cientistas e matematicos
verificaram a inabilidade da geometria euclidiana para descrever a forma de nuvens, fumacas
de chaminés, linhas costeiras, arvores, etc. Esta inabilidade vem do fato que muitas formas
e trajetorias na natureza sao tao irregulares e fragmentadas que nao podem ser descritas, ou
mesmo aproximadas, pelos objetos regulares da geometria euclidiana (linhas, circulos, planos,
etc.). No entanto, apesar da enorme complexidade, a maioria destas formas e trajetérias da
natureza apresentam em muitos casos, leis de escala relativamente simples, [7, 19]. Estas leis
de escala motivaram a introdugao do conceito de geometria fractal.

Os fractais sao objetos mateméticos que descrevem formas irregulares infinitamente comple-
xas, porém invariantes por uma transformacao de escala. Além disso, os fractais sao tteis para
o estudo do movimento browniano, a turbuléncia de fluidos, a rugosidade da superficie de cer-
tos materiais, a porosidade de certas rochas, entre outros. Hoje sabe-se que muitos fenomenos
naturais como condigoes de tempo, fluxo de fluidos turbulentos e arritmias cardiacas e cere-
brais apresentam comportamento fractal, [20]. Os fractais apresentam propriedades e carac-
teristicas muito peculiares. Entre estas peculiaridades tem-se que o grafico de funcgoes fractais
apresenta propriedades muito diferentes das de curvas geométricas habituais, mostrando auto-
similaridade, estrutura fina, simplicidade da lei de formacao e dimensao nao inteira, [21].

Devido a estas irregularidades encontradas na natureza e nos objetos fractais, torna-se
inapropriado o uso das ferramentas do calculo classico para estudar fenomenos naturais descritos
por fungoes que apresentam comportamento fractal. Um exemplo é a funcao de Weierstrass
que descreve com boa aproximagao as plumas de chaminé, [7]. Esta fungao, embora continua
em todos os pontos da reta real, é nao diferenciavel em todos os pontos. Por outro lado, nas
ultimas décadas surgiram diversas propostas de extensao dos conceitos do calculo com grande
potencial de aplicacao para o estudo de fenomenos e fungoes fractais. Entre essas extensoes
vamos estudar neste trabalho a derivada métrica, que é uma generalizacao naturail da derivada
usual, mas pode ser aplicada em um conjunto maior de funcoes, incluindo algumas classes de
funcoes nao diferenciaveis.

Para funcoes diferenciaveis, as derivadas métricas contém, como caso especial, diversas
formulagoes de derivadas deformadas importantes. Entre elas vamos destacar a derivada de
Hausdorff, que surge no mapa de dominios fractais para o continuo, [22].

Objetos fractais tém estrutura muito complexa para serem estudados pelos métodos classicos
da geometria analitica e do cédlculo, para estuda-los é necessaria a definicao de novos conceitos,
como o de dimensao de Hausdorff, e o uso de novas areas da matematica. Entre essas novas areas
estd o calculo fracionario e as derivadas deformadas, nos ultimos anos houve um crescimento
muito grande do uso do célculo fracionario e derivadas deformadas para o estudo de fungoes e

problemas definidos em dominios fractais.
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2.3.1 Meétrica

No espaco Euclidiano n-dimensional R?, R! = R é o conjunto de nimeros reais na reta
real, R? é o plano, e assim sucessivamente. Os pontos no R” sao denotados pelas letras z e v,
na forma de coordenadas como x = (z1,...,x,) € y = (y1,...,Yn). Nestes espagos utiliza-se do
conceito de distancia, ou métrica, Euclidiana, e o conceito de medida. A métrica e a medida

Euclidiana estao relacionadas a conceitos da geometria Euclidiana. Sejam x e y pontos no R”,

a distancia entre eles é dada por |z —y| = /(O | — ys]?). Por outro lado, a medida estd

relacionada a dimensdo de subconjuntos do R", chamamos ;1 a medida em R™ [23, 24, 25].
Uma métrica em um conjunto M é uma funcao d : M x M — R, que associa a cada par

ordenado de elementos de x,y € M um nimero real positivo d(z,y), chamado distancia de z a

y, de modo que as seguintes condicoes sejam satisfeitas para quaisquer z, y, z € M:
1) dz,y) 20sex#yed(z,y) =0 x=uy;
2) d(x,y) = d(y, v);
3) d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2).

A condigao 1) diz que d(x, y) é sempre positiva, e se anula se, e somente se x = y. A condigao
2) afirma que a distancia d(x,y) é uma fungao simétrica das varidveis =, y. A condic¢ao 3) é
chamada de desigualdade triangular e se inspira na geometria euclidiana, onde cada lado de
um triangulo tem medida menor que a soma das medidas dos outros dois lados.

Um espago métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto e d uma métrica em M. Os
elementos de um espaco métrico podem ser de natureza bastante arbitraria: nimeros, pontos,
vetores, matrizes, fungoes, conjuntos, etc. Vejamos agora alguns exemplos de espagos métricos:

Exemplo 1: A métrica ”zero-um”

Qualquer conjunto M pode tornar-se um espaco métrico de maneira muito simples. Basta
definir a métrica d : M x M — R pondo d(z,y) = 0se z =y e d(z,y) = 1sex #y. As
condigoes 1) a 3) sdo verificadas.

Exemplo 2: Subespaco, métrica induzida

Se (M,d) é um espaco métrico, todo subconjunto S C M pode ser considerado como um
espaco métrico: basta considerar a restricao de d a S x S, ou seja, usar entre os elementos de S
a mesma distancia que eles possuiam como elementos de M. Quando fazemos isto, S chama-se
um subespaco de M e a métrica de S induzida pela de M.

Exemplo 3: A métrica euclidiana na reta

O conjunto R dos nimeros reais munido da métrica euclidiana (métrica da reta), é o exemplo
mais importante de espago métrico. A distancia entre dois pontos z, y € R é dada por d(x,y) =
|z — y|. As condigoes 1) a 3) resultam imediatamente das propriedades elementares do valor

absoluto de numeros reais. Esta é a chamada "métrica usual’da reta.
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2.3.2 Medida

O conceito de medida estd relacionada a nocao de tamanho, ou dimensao, de subconjuntos

do R™, chamamos p a medida em R", tal que:

b) u(A) < u(B) se A C B;

c) Se Ay, Asg, ... formam uma sequéncia enumerdvel (ou finita) de conjuntos entao

(U2 A) < plAy) (2.8)

=1

se A; for um conjunto disjunto entao 2.8 se torna uma igualdade
p(UEA) =) u(A) (2.9)
i=1

Chamamos de p(A) a medida do conjunto A onde u(A) é o tamanho do conjunto A medido
por algum caminho. A condigao (a) nos diz que a medida do conjunto vazio é nula, a condic¢ao
(b) nos diz que a medida do conjunto A é menor que a do conjunto B se A estiver contido em
B, e (¢) nos diz que a medida da uniao dos conjuntos é menor que o somatério da medida dos
conjuntos, se eles forem disjuntos entdo temos uma igualdade [23, 24, 25].

Vejamos os exemplos a seguir:

Exemplo 1: A medida de contagem

Para cada subconjunto A de R™ | considere que p(A) é o niimero de pontos em A se A é
finito, e oo se for infinito. Entao p é uma medida em R"™.

Exemplo 2: Ponto de massa

Considere a um ponto do R™ e defina p(A) sendo 1 se A contém a, e 0 caso contrario. Entao
i ¢ a distribuicao de massa considerada como um ponto de massa concentrado em a.

Exemplo 3: Medida de Lebesgue no R

A medida de Lebesgue £! amplia a ideia de comprimento de uma grande colecio de sub-
conjuntos de R que inclui o conjunto de Borel. Para intervalos abertos e fechados temos que
LYa,b) = LYa,b] = b—a. Se A = Ula;,b;] é uma uniao finita ou contdvel de intervalos
disjuntos, consideramos que £!'(A) = > (b; — a;) é o comprimento de A através da soma do
comprimento dos intervalos. Isso nos leva a definigdao da medida de Lebesgue £!'(A) para um
conjunto A arbitrario. Definimos:

LYA) = inf{Z(bi —a;):AC U[ai,bi]}

i=1 i=1

ou seja, olhamos para todas as coberturas de A através de colegoes de conjuntos contaveis
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e pegamos o menor comprimento possivel. A medida de Lebesgue em R é o comprimento
euclidiano, e podemos escrever o comprimento (A) como L(A).

Exemplo 4: Distribuicao de massa uniforme em um segmento de reta

Considere L um segmento de reta unitério no plano. Defina pu(A) = £Y(L N A), isto é, o
comprimento da interseccao de A com L, entao u é a distribuicao de massa com suporte L, desde
que u(A) =0se ANL = @. Podemos pensar p como massa unitéria espalhada uniformemente

ao longo do segmento de reta L.

2.3.3 Medida e Dimensao de Hausdorff

Até o final do século XIX, os matematicos preocuparam-se com conjuntos e fungoes que
os métodos cléssicos do cédlculo pudessem ser aplicados. Conjuntos e fungoes que nao fossem
suficientemente suaves ou regulares costumavam ser ignorados. Mas recentemente esta atitude
mudou, muitos estudos e descobertas tém sido feitas sobre a matematica dos objetos nao suaves.
Além disso, os conjuntos irregulares fornecem uma melhor representacao de muitos fenomenos
naturais, do que as figuras da geometria classica. Neste contexto, a geometria fractal fornece
uma estrutura geral para o estudo de tais conjuntos irregulares. Vamos comecar olhando
brevemente alguns exemplos simples de fractais e suas estruturas [25].

O conjunto do tergo médio de Cantor é o fractal mais conhecido e o de mais simples cons-
trugao, mesmo assim ele exibe muitas caracteristicas nao usuais, tipicas dos fractais. Ele é
construido a partir de um intervalo unitario, por uma sequéncia de operagoes de eliminacao,

conforme nos mostra a Figura (2.3).

Figura 2.3: Construc¢ao do conjunto do terco médio de Cantor F', pela remoc¢ao repetida do
terco médio dos intervalos. Note que Fp, e Fg, a parte esquerda e direita de F' sao copias de
F escalonadas por um fator de 3. Fonte: [25]

Seja Ey o intervalo [0,1]. Seja E; o conjunto obtido apés a retirada do tergo médio de
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Ey, entdo E) consiste de dois intervalos [0,3] e [2,1]. Ao retirar-se o terco médio destes

dois intervalos obtem-se Es, o qual contém 4 intervalos [0, é], [%, %], [%, g], [%, 1]. Segue-se este
processo, até Ej, que é obtido com a retirada dos tercos médios de cada intervalo de Fj_;.
Entao Ej, consiste de 2* intervalos, cada um com comprimento 37%. O conjunto do terco médio
de Cantor F' consiste dos nuimeros que estao em FEj para todo k; matematicamente F' é a
intersec¢ao (Jy—q Ex - O conjunto de Cantor F' pode ser pensado como o limite da sequéncia
de conjuntos Ej quando k tende a infinito.

De relance parece que retiramos muito do intervalo [0, 1] durante a construgao de F', e que
nada permanece. Mas F' é um conjunto infinito e incontavel, que contém infinitos nimeros
na vizinhanca de cada um de seus pontos. O conjunto do ter¢o médio de Cantor F' consiste
precisamente desses nimeros em [0, 1] cuja expansdo em base 3 ndo contém o digito 1, ou seja,
todos os ntimeros a;37! + 2372 + a33™3 + --- com a; = 0 ou 2 para cada i. Para ver isto,
note que para chegar em E; de Ejy remove-se todos os nimeros com a; = 1, e de E| para Ej
remove-se todos os niimeros com a, = 1, e assim por diante.

A seguir, algumas caracteristicas do conjunto do ter¢o médio de Cantor F', em muito fractais

sao encontradas caracteristicas similares.

(i) F ¢ auto-similar. As partes de F nos intervalos [0, 3] e [3, 1] sdo geometricamente similares
a I, escalonado por um fator de % E novamente, as partes de F' nos quatro intervalos de
F5 sao similares a F', mas escalonados por um fator de % e assim por diante. O conjunto

de Cantor contém copias de si mesmo em diferentes escalas.

(ii) O conjunto F' contém uma estrutura fina, isto é, contém detalhes em escalas pequenas.
Quanto mais aumentarmos a imagem do conjunto de Cantor, mais intervalos se tornam

aparentes.
(iii) Embora F' tenha uma estrutura detalhada, a definigao atual de F' é bem direta.

(iv) F' é obtido por um procedimento de repeticio. Sua construgao consiste em remover
repetidamente o terco médio dos intervalos. As etapas sucessivas dao boas aproximacgoes

de E} para o conjunto F'.

(v) A geometria de F' nao é facilmente descrita em termos cldssicos: nao é o lugar geométrico
dos pontos que satisfazem alguma condicao geométrica simples, nem é o conjunto de

solugoes de qualquer equagao simples.

(vi) E dificil descrever a geometria local de F': perto de cada um de seus pontos, ha um grande

nimero de pontos, separados por intervalos de comprimentos variados.

(vii) Embora F seja de certa forma um conjunto grande, o seu tamanho nao é quantificdvel
pelos meios habituais. Obtemos o comprimento restante em cada nivel como a soma dos

comprimentos dos segmentos que permanecem:

nivel 0: [ =1
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nivel 1: [, =2/3
nivel 2: Iy =4/9
nivel 3: [3 = 8/27

nivel k: [, = (2/3)*

de modo que

Jim 1 =0

ou seja, o comprimento restante tende a se anular quando k£ — oc.

O préximo exemplo é a curva de Koch, ver figura (2.4). Seja Ey um segmento de reta
unitario. O conjunto F; consiste de 4 segmentos obtidos pela remocao do terco médio de Ej,
o qual é subtituido por dois lados de um triangulo equildtero com base no segmento removido.
A construcao de Ej se dé pela aplicagao do mesmo procedimento para cada segmento em F; e
assim por diante. Entao E} ¢ obtido substituindo o ter¢co médio de cada segmento de Ej_; por
dois lados de um triangulo equilatero. Quando k é grande, a curva Fj_; e Fj diferem apenas
em detalhes finos, e quando k tende a infinito, a sequéncia de curvas poligonais Fj aproxima-se
da curva limitada F', chamada curva de Koch.

A curva de Koch contém caracteristicas muito semelhantes aquelas listadas para o terco
médio de Cantor. E constituida de partes, cada uma semelhante a anterior, mas reduzida por
um fator de escala % A estrutura fina é refletida nas irregularidades em todas as escalas; mesmo
assim a estrutura intrincada deriva de uma construcao simples. Enquanto podemos chamar F
de curva, é muito irregular para ter tangentes no sentido cléssico. Um simples cédlculo nos
mostra que o comprimento de Ej é dado por (%)"J , sendo que k tendendo ao infinito implica
que F' tem comprimento infinito. Por outro lado, F' ocupa uma area nula no plano, por isso
nem a area nem o comprimento nos dao uma descri¢ao muito 1til a respeito do tamanho de F'.

Muitos outros conjuntos podem ser construidos a partir do procedimento de repeticao. Por
exemplo o triangulo de Sierpinski, ver figura (2.5), que é obtido pela remogao repetida de
trangulos equildteros de um triangulo equildtero inicial com lado de comprimento unitério.
Pode-se pensar este procedimento como a substituicao repetida de um triangulo equildtero por
trés triangulos com metade da altura.

A figura (2.6) mostra um plano analogo ao conjunto de Cantor a poeira de Cantor. Em cada
estagio, cada quadrado restante é dividido em 16 quadrados menores, dos quais 4 sao mantidos
e o restante é descartado.

Todos estes exemplos contém propriedades similares as mencionadas no conjunto de Cantor
e a curva de Koch. Ha muitos outros tipos de construgao. O conjunto de Jilia, ver figura
(2.7), possui um estrutura altamente complexa, deriva da fungao quadratica f(z) = 22 + ¢ para
uma constante adequada ¢. Embora este conjunto nao seja estritamente auto-similar como o

conjunto de Cantor e a curva de Koch sao, ele é ”quase-auto-similar” em que pequenas porcoes
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Figura 2.4: (a) Construgao da curva de Koch F. A cada estdgio o tergo médio de cada seg-
mento ¢é substituido por dois lados de um triangulo equilatero baseado no segmento retirado.
(b)Trés curvas de Koch colocadas juntas para formar a curva snowflake. Fonte: [25]
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Figura 2.5: Construgao do triangulo de Sierpinski (dimyF = dimgF = log 3 log 2) Fonte:
[25]

Figura 2.6: Construcao da poeira de Cantor (dimyF = dimpF = 1) Fonte: [25]
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do conjunto podem ser ampliadas e suavemente distorcidas de modo a coincidir com uma grande

parte do conjunto.

Figura 2.7: Conjunto de Julia. Fonte [25]

Todos estes exemplos sao referidos como fractais, as propriedades que foram listadas para
o conjunto de Cantor sao as caracteristicas dos fractais. Certamente qualquer fractal possui
a estrutura fina, ou seja, seu grau de detalhamento nao diminui ao examinarmos uma por¢ao
pequena do mesmo. Sua imagem no entanto esta sujeita a um limite de detalhamento imposto
pelo poder de resolucao do meio no qual se faz sua representacao. As figuras geométricas
tradicionais nao possuem essa caracteristica, pois o grau de detalhamento cai consideravelmente
ao fazermos um exame microscépico em um intervalo cada vez menor. Muitos fractais possuem
um certo grau de auto-similaridade, onde uma parte do fractal se assemelha a uma parte maior,
ou ao fractal inteiro. Alguns fractais possuem uma auto-similaridade estrita, ou seja, quando
uma porc¢ao do fractal reproduz exatamente a forma de uma por¢ao maior, também podem
ter auto-similaridade estocastica, isto é, caracterizada estatisticamente, podem ter a mesma
distribuicao, média ou desvio padrao.

Os métodos de geometria classica e do calculo classico sao inadequados para estudar fractais,
por isso é necessario o estudo de técnicas alternativas. A principal ferramenta da geometria
fractal ¢ a dimensdo em muitas formas. E familiar a ideia de que uma curva (suave), é um
objeto de uma dimensao, e que uma superficie possui duas dimensoes, ja o conjunto de Cantor
possui dimensao % =0,631... e a curva de Koch possui dimensao % =1,262..., é maior
do que uma dimensao porque tem comprimento infinito e menor do que duas dimensoes porque

possui area zero.
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A nocao de dimensao é central para a geometria fractal, a dimensao indica quanto espaco um
conjunto ocupa perto de cada um de seus pontos. Existe uma grande variedade de dimensoes
fractais em uso, porém a dimensao de Hausdorff é a mais antiga e a mais importante, pois tem
a vantagem de ser definida para qualquer conjunto, e é matematicamente conveniente, por ser
baseada em medidas que s@o relativamente faceis de manipular. A principal desvantagem, é
que em muitos casos, é dificil calcular ou estimar por métodos computacionais. No entanto,
para uma compreensao da matematica dos fractais é necesséario familiarizar-se com a medida e

dimensao de Hausdorff.

2.3.3.1 Medida de Hausdorff Se U é qualquer subconjunto nao vazio do espago Euclidi-
ano n-dimensional, R", o diametro de U é definido como |U| = sup{|z —y| : x,y € U}, ou seja,
a maior distancia entre qualquer par de pontos de U. Se U; é uma colecao contavel ou finita
de conjuntos de didmetro ao menos ¢ que cobre F, isto é, F C |J;2, U; com 0 < |U;| < 0 para
cada i, dizemos que {U;} é a d-cobertura de F' [25].

Suponha que F' é um subconjunto de R" e s é um nimero nao-negativo. Para qualquer

0 > 0 definimos:

o0
Hi(F) = inf{z |U;|° : {U;} é a d-cobertura de F} : (2.10)
i=1

Olha-se todas as coberturas de F' por um conjunto de didmetros ao menos d procurando
minimizar a soma dos didmetros, ver figura (2.8). Conforme 0 diminui, as coberturas admissiveis
de F sao reduzidas. Portanto, o infimo H3(F') aumenta, e se aproxima de um limite quando

0 — 0. Escreve-se:
H(F) = lim H3(F) (2.11)

6—0
Este limite existe para qualquer subconjunto F' de R™, embora seu valor seja normalmente
0 ou co. Chamamos H*(F') a medida s-dimensional de Hausdorff de F'. Temos que H*(2) = 0,
e se I estd contido em F' entao H*(E) < H*(F), e ainda se F; é qualquer colegao de conjuntos

contaveis, entao:
H® (U F) <Y HA(F). (2.12)
i=1 i=1

A medida de Hausdorff generaliza a ideia de comprimento, area, volume, etc. E possivel mos-
trar que, para subconjuntos de R", a medida de Hausdorff n-dimensional é, com um multiplo
constante, a medida de Lebesgue n-dimensional, isto é, o usual volume n-dimensional. Mais

precisamente se I’ é um subconjunto de Borel de R", entao:
H"(F) = ¢, 'vol"(F) (2.13)

onde ¢, é o volume de uma bola n-dimensional de didmetro 1, s6 que ¢, = 7%/2/2"(n/2)!



28

z L
1'-'5.:__.!- ra
B L
= r:'_"'_p':" " .. ]
e s
ul 5 -
T g0 L
Tou,
F

Figura 2.8: Conjunto F' e duas d-coberturas possiveis para F. O infimo do > |U;|* sobre to-
das as d-coberturas {U;} nos da H3(F). Fonte: [25]

se n épar e ¢, = 7™ Y/2((n —1)/2)!/n! se n é fmpar. Similarmente, para subconjuntos de
R™ de dimensdes menores, temos que H°(F) é o nimero de pontos em F; H!'(F) nos di o
comprimento de uma curva suave F; H?(F) = (4/m)xarea(F) se F é uma superficie suave;
H3(F) = (6/m)x vol (F); e H™(F) = ¢! x vol™(F) se F' é uma superficie m-dimensional no
sentido classico.

As propriedades de escala de comprimento, area e volume sao bem conhecidas, na ampliagao
por um fator A, o comprimento da curva é multiplicado por A, a area de uma regiao plana é
multiplicada por A? e o volume de um objeto tridimensional é multiplicado por \®. A figura

(2.9) mostra as escalas de medidas de Hausdorff s-dimensional com um fator \°.

2.3.3.2 Dimensao de Hausdorff Retornando a medida de Husdorff (2.10), é possivel ver
que dado qualquer conjunto FF C R" e § < 1, H3(F) é nao-crescente com s, entao por (2.11),

H*(F) ¢ também nao-crescente. Se t > s e {U;} ¢é a J-cobertura de F' temos que:

SO U < 6 U (2.14)

2 K3 3

entdo, tomando o infimo, H{(F) < 8" SHi(F). Seja 6 — 0 vemos que se H5(F) < oo entdo
HY(F) = 0 para t > 0. A figura (2.10) mostra o grafico de H*(F') em comparagao a s, note

que existe um valor critico de s onde H*(F) salta de oo para 0 . Este valor critico é chamado
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Figura 2.9: Escalonando conjuntos por um fator A aumentamos o comprimento por um fator
A, a drea por A e uma medida de Hausdorff s-dimensional por A\* Fonte: [25]

de dimensao de Hausdorff de F', e escrevemos dimgF' e estd definido para qualquer conjunto
F C R™. Formalmente

dimyF =inf{s > 0: H*(F) = 0} = sup{s : H*(F) = oo} (2.15)
(tomando o supremo do conjundo vazio sendo zero), de modo que

oo se 0 <s<dimygF

. (2.16)
0 ses>dimgF.

H(F) = {
Se s = dimgF, entdo H*(F') pode ser zero ou infinito, ou satisfaz
0 < H(F) < 0.

Veja alguns exemplos de como calcular a dimensao de Hausdorff de alguns fractais mencio-
nados anteriormente:

Exemplo 1

Seja F' o conjunto da poeira de Cantor, ver figura (2.6), construido a partir de um quadrado
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H(F)
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0 dimmy, F "

Figura 2.10: Gréfico de H*(F') em comparacao a s para um conjunto F. A dimensao de
Hausdorff é o valor de s quando o salto de co para 0 ocorre. Fonte: [25]

unitdrio. Entdao 1 < H' < V2, a dimyF =1

Calculo: Observe que Ej, o k-ésimo estgio de construcao, consiste de 4% quadrados de lado
4% ¢ assim o diametro é 47%v/2. Tomando os quadrados de Ej como as d-coberturas de F
onde § = 47%1/2, obtem-se uma estimativa H}(F) < 4*4—k+/2 para o infimo em (2.10). § — 0
quando k — oo, e entdo H'(F) < V2

Exemplo 2

Seja F' o conjunto do tergo médio de Cantor, ver figura (2.3). Se s = log 2/ log 3 = 0.6309...
entao dimyF = s e % <H(F) < 1.

Calculo Euristico: O conjunto de Cantor F ¢é dividido em duas partes, parte esquerda F, =

1

FNl0,3] ea direita Frp = FN[3,1]. Ambas as partes sdo geometricamente similares a F

reduzidas por um fator de escala %, e F'= F U Fg que é uma uniao disjunta. Para qualquer s:

HO(F) = H(Fy) + HO(Fr) = (3)H(F) + () H(F)

Assumindo que o valor critico s =dimy F' tem-se que 0 < H*(F') < oo, pode-se dividir por
H#(F) para obter 1 =2(3)* ou s = log 2/ log 3.

Célculo Rigoroso: Chama-se os intervalos que compdem os conjuntos Ej na construcao de

F de intervalos nivel-k. Entao Ej consiste de 2* intervalos nivel-k cada um com comprimento
37%. Toma-se os intervalos de Ej, como a 3~ *-cobertura F' que da Hi- o (F) < 2k37hs = 1 se 5 =
log 2/ log 3. Quando k — oo dd H*(F) < 1.



31

temos que mostrar que:

Z|Ui|s >

para cada cobertura {U;} de F. Se {U;} é uma colegao finita de subintervalos fechados de

Para provar que H*(F) > 1

— 3 (2.17)

DN | —

[0, 1], para cada U;, seja k um inteiro tal que:
3=HD Ui < 37, (2.18)

Entao U; pode interceptar ao menos um intervalo k-nivel desde que a separacao destes
intervalos k-nivel sao ao menos 37%. Se j > k entdo, pela construcao, U; intercepta ao menos
207F = 29375k L 293°|U;|* intevalos nivel-j de F;. Se escolhemos j grande o suficiente para que
37U+ L |U;| para todo U;, entdo, desde que {U;} intercepte todos 27 intervalos bésicos de

comprimento 377, contando os intervalos temos 27 < Y. 273°|U;|°.
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2.4 Derivada Métrica

Nesta secao define-se o conceito de derivada métrica, esta derivada possui grande potencial
de aplicacao para o estudo de sistemas complexos e de fenomenos definidos em dominios fractais.
Porém antes é preciso relembrar alguns conceitos do céalculo classico. Sabe-se do calculo
usual que a derivada de uma fungao f(x) no ponto z,, denotada por f'(xy) é definida pelo

limite

F(x0) = lim f(x1) — f(z0) — lim f(zo + Ar) — f(z0)

2.19
T1—T0 1 — 2o T1—T0 Az ’ ( )

onde Ax esta relacionado a métrica euclidiana |z, — x| por

T, — Tg| se xg <1

—|xr — x| se xp > 1.
Uma fungao f(z) é dita diferencidvel em zy se o limite (2.19) existir. A existéncia deste
limite implica que qualquer fungao pode ser aproximada por uma fungao linear cujo coeficiente

linear é a derivada f'(xg).

Teorema 2.1 (LEMA FUNDAMENTAL DA DIFERENCIACAO). [26] Suponha que f(z) é
uma funcgdo continua que tem derivada em xo. Entao existe uma fungao n(Az) definida em um
intervalo contendo 0 tal que f(zo+ Ax) — f(xo) = [f'(zo + n(Az)|Az, onde n(Az) é continua
em 0 com n(0) = 0.

Demonstragao. Para provar o teorema basta verificar que podemos definir n(Az) como:

n(Az) = {

como f(z) tem derivada em xy vemos que lima, 0 7(Az) = 0 = 1(0). Entao n(Azx) é continua
em Az = 0. O

[f(zo + Az) — f(z0)] — f'(x0) ,se Az #0
,se Az = 0.

O ==

Como consequéncia desse teorema, temos para Az << 1 que f(xo+Ax)— f(zo) = f'(xo) Az,
ou seja, |f(x1) — f(zo)| = [f'(x0)||(x1 — x0)|. Em outras palavras, podemos dizer que se
f(z) é uma funcao diferencidvel, entao |f(z1) — f(xo)| se aproxima de zero quando z; —
xo proporcionalmente a |r; — zg|. A func¢do nao sera diferencidvel em zy se, por exemplo,
| f(z1) — f(z0)| se aproximar de zero mais lentamente que |z —2¢|. O que ocorre, por exemplo,

quando
|f (1) = f(2o)| & kd(z1,20), (2.20)

onde k é uma constante positiva e

lim —d(xl’ o) _

= 2.21
T1—T0 |331 - ZEo‘ ( )
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Um exemplo de fungao nao diferencidvel é a funcao de Weierstrass, ver figura (2.11), expressa

da seguinte forma:

r) = Z a® cos(2mbFx) (2.22)

onde 0 <a<1<b, comab>1

A fungao de Weierstrass é continua em todos os pontos x, pois w(z) < > o, a" = ﬁ,
0 < a < 1, mas nao admite derivada em ponto nenhum. Se derivarmos heuristicamente w(z)
teremos w'(x) = — Y ;2 2m(ab)* sin(27bFx) = +oo se x # 0. Pois neste caso ab > 1 e a série
é divergente. Podemos mostrar rigorosamente que a derivada nao existe para qualquer x € R.

Isto esta relacionado ao fato que w(x1) — w(xy) ndo se aproxima de zero de forma proporcional

a (x; — xp).

.2 Ll ] 1 I L1

0 01020304050607 0809 1

Figura 2.11: Grafico de w(z) com a = 0.5 ¢ b = 3. Fonte: [27]

Além disso, o gréafico desta fungao tem dimensao fractal, se fizermos uma transformacao de

escala r — bz, teremos:

1 1«
w(br) = - ,;:0 a" cos(2nb ) = - E a” cos(2mb* x)
1 2
LS ot cosantta) — 2T (229
a a
k=0
portanto,
2

w(bz) = w(x)  cos(2mx) (2.24)

a a

Apos esta transformacao podemos ver que o gréafico da fungao difere do grafico original por
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1 .
e por um fator de escala —. Como consequéncia, o grafico
a

de w(x) é auto-similar, tendo um comportamento fractal e sua dimensdo, conforme [27], é:

uma func¢ao continua

o)

1
D—2. oga

logh’

Note que 1 < D <2seab>1,se a=0.5eb=3. Neste caso D =2 —log2/log3 ~ 1.37.
Voltando ao caso de fungoes diferencidveis, pode-se dizer que |f(x1) — f(zo)| o k|xy — 0|
quando Az << 1. Porém em objetos fractais esta proporcionalidade pode nao ocorrer, por isso

é preciso definir uma variagio AX com uma métrica diferente:
d(x1, xg se xg < T3
AHLC — ( ) )
—ld(z1,x0)| se xg > x1.

Com essa variagao é possivel definir a derivada métrica.

Definigao 2.2. Seja f(x) uma funcao definida em D € R, e seja d(xq,x0) uma métrica em D,

chama-se de derivada métrica em xo o limite:

dHf(Io) — lim f(x1) — f(zo)

dH x T1—Z0 Ay ’
quando este limite ezistir a funcdo f(x) € dita H-derivavel em xq.

No caso da fungao f(z) ser diferenciavel, a derivada métrica se relaciona a derivada usual.

Temos:

Corolario 2.3. Se f(x) € diferencidvel, entdo:

f(x1) — f(z0) — lim

dH g 10 Ay ©i—To T — To Ay

flz1) — fxg) 21 — g dy

— =1

Z . . H ~ , . . . oqe
E preciso salientar que filH—j nao é necessariamente igual a 1, depende da métrica utilizada.
Assim como no célculo usual, as derivadas métricas também possuem regras de derivacgao,

ver Apéndice (1).
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2.5 Derivada de Hausdorff

Fractais tem atraido grande atencao em diversos campos desde seu comeco. Nas décadas
recentes, o calculo fraciondrio tornou-se muito popular na modelagem de difusao anomala.
O célculo fracionério é de fato um operador integro-diferencial e pode descrever muito bem
alguns comportamentos nao-locais. Mas esta metodologia tem custos computacionais muito
altos. Como uma abordagem altenativa ao calculo fracionario, a derivada de Hausdorff é apre-
sentada como um operador para superar o alto custo computacional das derivadas fracionarias
nao-locais. Nota-se que a ordem da derivada de hausdorff tem claro significado fisico e esta
diretamente relacionada com a dimensao fractal, conforme [28]. Uma andlise rigorosa é provida

m [29]. As derivadas de Hausdorff tem sido, nos ultimos anos, amplamente usada em varios
problemas complexos, como difusao anomala, imagem de ressonancia magnética, conducao de
calor e economia [28].

Considerando uma particula em movimento em termos de tempo fractal, a distancia do

movimento pode ser calculada por

(1) = (T — ), (2.25)

onde [ é a distancia, v é a velocidade uniforme, 7 o instante de tempo corrente, ty é o instante
inicial, a a dimensionalidade fractal no tempo. Quando a velocidade varia com o tempo, a

distancia integral de Hausdorft é dada por

I(t) = / o()d(r — to)°. (2.26)

to
Podemos derivar a derivada de Hausdorff da expressao 2.26
dl 1(t) —1(t) 1 dl - (t—to)t~di

S| - S_y—w & 2.2
dte s (E—to)® — (' —1,)*  a(t — o Ldt a  dt (227)

Seja o instante ¢y igual a zero, tem-se:

d ) — () 1 dl
" = — 2.28
dto ot to— g qtol gt (2.28)

Por analogia com a derivada de Hausdorff com relagao ao tempo, a derivada de Hausdorff

no espaco ¢ dada por:

du u(z) —u(z’) 1 du
def w5z b —a28  BaB-ldx

(2.29)

onde [ representa a dimensao fractal de hausdorff no espaco. Note que a origem no sistema
espacial de coordenadas da expressao 2.29 é assumida como zero.
O conceito de métrica fractal espago-tempo em uma dimensao topolégica em meio fractal

usada é:

(2.30)

AT = At®
AT = AzP.
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3 MODELAGEM MATEMATICA

Uma equagao para a distribuicao espacial da concentracao de contaminantes na CLP pode

ser obtida pela aplicagdo do principio da continuidade ou conservagao de massa [17, 30, 31]:

Dc —
_L+€.H::0 3.1
LY (31)
onde D% = % + - ? ¢ a derivada Lagrangeana, ¢ = ¢(z,v, z,t) é a concentragao média, 0 é
a velocidade do vento e II. é o fluxo de concentracao.
Considerando o caso estacionario, ou seja, a derivada da concentracao em relagao ao tempo
é nula,
0c
— =0, 3.2
e escolhendo um sistema de coordenadas cartesianas na qual a direcao longitudinal x coincide
com a direcao do vento médio, podemos desprezar a difusao longitudinal e os termos advectivos
nas diregdes y e z. Neste caso a equagao (3.1) torna-se:
oc 0 0
u—+ —(Il.y) + =—(Il.,) =0 3.3
T+ 5o (Tle) + 5-(1) 3:3)
onde Il , e I, , sao as componentes do fluxo de concentracao nas diregoes y e z, respectivamente.
Nos modelos classicos [3] os fluxos de concentragao sdo parametrizados da seguinte forma:
0

qu - —k'y a—y

ol
()
ol

(3.4)

Logo a equagao (3.3) torna-se:

de 0 de 0 de

Integrando a equacao (3.5) ao longo do eixo y, obtem-se uma equagao para a concentracao

integrada ¢¥(z, 2)

A (z, z) :/ OOE (x,y,2) dy (3.6)

—00

neste caso a equagao (3.5) torna-se:
dcv 0 0
e _ 9 (22 .
“or T 02 ( 0z > (3.7)

pois o fluxo de concentracao média é nulo no infinito.
Em um processo governado por um regime de estado estacionario da equacao de difusao-

adveccao (3.7) com k, constante é chamada de processo Gaussiano, que com as condigdes de
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contorno ¢ = lim ¢¥(x,z) = §(z), no dominio 0 < z < 0o e —o0 < z < 0O apresenta uma
x—07F
solugao dada por:

_ 1 —22
AY(x,2) = ————exp | —— 3.8
= e (1) (38)
Neste trabalho, para introduzir a derivada fracionaria de Hausdorff no termo difusivo,

parametriza-se o fluxo de concentracao da seguinte forma:

0c
rbz:: —hz3
’ 0z

(3.9)
onde Bzia ¢ a derivada de Hausdorff (2.29). Emprega-se a derivada fracionaria de Hausdorff no
termo advectivo para que o deslocamento quadratico médio da concentragao seja uma poténcia
fracionaria da distancia. Esta é uma caracteristica de um escoamento onde ocorra difusao
anomala, [32].

Desta forma a equagao (3.7) torna-se:

' oy 9 [ o
—=— 1|k — 3.10
YTa 9z 02 ( a 0z ) (3.10)
multiplicando por a em ambos os lados:
dcy 0 acy
rae g [ = 3.11
e Ox 0z (Z 0z (3:11)
multiplicando por % e substituindo % por p:
ocy 0 acy
l—a 11—
— =p— — 3.12
’ or o2 (Z 0z > (312)

e finalmente, aplicando a regra da cadeia no lado direito da igualdade, a equacao de difusao-

adveccao empregando as derivadas de Hausdorff é obtida:

_ b _
i oct (zlo‘a cy +(1—a)z™® 8cy> (3.13)

%:p 022 0z

Para que a equagao (3.13) descreva um processo de dispersao de contaminantes na Camada
Limite Convectiva (CLC) é necessério impor a condi¢ao de fronteira de fluxo zero na superficie
(2 = 0) e no topo da camada (z = h). Além disso se considera que o contaminante é emitido

a partir de uma fonte pontual localizada em uma altura Hs da superficie, com uma razao de

emissao Q: o
y

KZ% —0,2=0, 2=h, (3.14)

uc¥(0,2) = Q(z — Hy), x =0, (3.15)

onde 4(-) é a funcao delta de Dirac.
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Para a equacao (3.13) considera-se o método de separagdo de varidveis, supondo que a

solugao seja da forma:

Az, 2) = X(2)Z(2) (3.16)

Substituindo (3.16) na equagao (3.13):

d d*Z(z) dZ(z)
0 Z(2)— = pZ'°X 1—a)Z X 3.17
v Z(z) = p e Trll-a) 7 (3.17)
Multiplica-se a equagao (3.17) por ﬁ resulta em:
r'medX e d*Z . (1-a)z*dZ
Tt il 1
X dr "7 4z e Z dz (3.18)

Entao, a equagao (3.18) deve ser igual a uma constante, pois, é o inico modo de estabelecer

uma igualdade entre as derivadas em x e z. Assim, obtem-se:

12— dX 1(1_ad2Z
_1 (142

.z
Fx a7 (P ) =¥ )

dz

Geram-se, entao, duas equagdes ordindrias a seguir para X(x) e Z(z):

Lot dX dX
L A )2 =7 L \2)X = 3.20
p X dx - dx AP ¢ ( )
dX
— + Npr* X =0 3.21
T Tz (3.21)
e
d*Z dz
l-a™ = - —a 7 27 _
2ot (1—a)z 7 +XZ=0 (3.22)
ou
A7)+ (1 —a)z 2 (2) + N2 Z(2) = 0 (3.23)

Substituindo-se as solugoes das equagoes (3.21) e (3.23) na equagao (3.16) obtém-se o modelo

de dispersao de contaminantes proposto neste trabalho.
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3.1 Solugao da equacgao (3.21)

Pode-se escrever a equagao diferencial ordindria de 1° ordem (3.21) da seguinte forma:

X'(a)
X(2)

= —\pz* ! (3.24)

Integra-se em ambos os lados com relacao a x:

Para resolver a primeira integral usa-se a seguinte substituicao: u = X(x) e du = X'(z)dz,

assim:

1
/ —du =logu+ C (3.26)
u

e voltando a varidvel x, a solu¢ao da primeira integral fica InX (z) + C.

A solucao da segunda integral aplicando as regras basicas de integracao fica:
— )\Zp/xald(az) = —/\2p$— +C (3.27)
Q

E entao o
InX(z) + C = —/\2,0% +C (3.28)

Portanto a solu¢ao da equagao (3.21) é:

X(z)=Ce o (3.29)
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3.2 Solugao da equacgao (3.23)
Tem-se a equagao diferencial ordinaria de 2* ordem (3.23) dada por:
A7)+ (1 — )22 (2) + N2 Z(2) = 0

com as condigoes de fronteira (3.14) e (3.15).
Para a equacgao (3.23) usa-se o método de Frobenius, supondo que a solugao seja uma série

de poténcia da seguinte forma:

Z(Z) _ Z Cn(za+1>n+r _ chz(a—i-l)(n—l—r) (330)

Calcula-se a primeira e a segunda derivada de (3.30):

AES Z cn(n + 1) (o 4 1)t Dndn -1 (3.31)
2" =3 caln+7)(a + Dl(a + 1)(n +7r) — 10002 (3.32)

Substitui-se (3.30), (3.31) e (3.32) na equagao (3.23):

o0

27 ea(n ) (a+ D[(+ 1)(n 4 1) — 1200072 4
(1= )z Y en(n+r) (a4 1)0DEHI=L L 32N 2 et — g (3.33)

ou

D ealn+ e+ Do+ 1) +r) = Ve

n=o

(1 . Oé) Z cn(n + T)(Oé + 1)Z(a+1)(n+r)—(a+1) + 22 chz(a+1)(n+r) -0 (334)

Agora, reescrevendo o expoente de z do primeiro e do segundo somatério da equagao (3.34) da

seguinte forma:

n+r)a+l)—(a+1)=na+n+ra+r—a—1=
an—1)+n-1+r(a+1l)=mn—-1)(a+1)+r(a+1)=(a+1)[(n+1)+r] (3.35)

efetuando a mudanca de variavel n — n’ tal que n’ = n—1 que implica n = n’+1 e substituindo
em (3.34):
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> w14 r)(a+ D@+ 1) + 1 47) — 100 4
n'=-—1
(1=) > w0 + 14 r)(a+ 1)z 4 \2 3 " HletDinn) — g (3.36)
n'=—1 n=o

Extraindo o primeiro termo dos somatérios que iniciavam em -1 e agrupando-os:

cor(a+ D)[r(a+ 1) — 1)z (1 — a)[co(r(a + 1)z2FD=D)y) 4

i0n+1{(n +14+m)(a+D[(a+)n+1+7) =1+ 1 —a)(n+147r)(a+1)}rD0+m

n=0

+ Z A2ep 2@t —

n=0

(3.37)

E finalmente temos um tnico somatorio:

corla+D[r(a+1)—1+1—alzetr-b 4
Z{[(n +1+r)(a+Djla+Dn+1+7r) =1+ 1 —-a)n+1+7r)(a+1)|cp

n=0

+A2¢, 2D — o (3.38)
A equagao (3.38) pode ser desmenbrada em duas igualdades:
cor(fa+Dr(a+1)—14+1—-a]=0 (3.39)
(m+1+r)(a+Da+Dn+1+r) =1+ (1 —-a)(n+1+7r)(a+1)]cps +Ne, =0
(3.40)

As igualdades (3.39) e (3.40) sdo chamadas, respectivamente, equagao indicial e equagao de
recorrencia.

Da equacao indicial calcula-se r:
rla+Dr(a+1)—14+1—-a]=0 (3.41)

De (3.41) com alguns cdlculos simples obtem-se que r =0 ou r = 5.
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Da equagao de recorréncia segue o calculo de ¢,:

(n+1+r)(a+D(a+Dn+1+7)—1]+ (1 —-a)(n+1+7)(a+1)]cps + Ne, =0

(3.42)
Colocando (n+ 1+ 7)(a+ 1) em evidéncia:
n+1+r)(a+D[(a+Dn+1+7) =14+ (1 —a)lcars +Ne, =0 (3.43)
E isolando ¢, 11:
n+1+r)(a+D[a+Dn+1+7) =1+ (1—a)les = —Ne, (3.44)
e,
il = — 3.45
T T i) (at e+ D+ 1+r) —al (3.45)
Para r = 0 a equagao (3.45) torna-se:
e,
il = — 3.46
e [CES CESV e (340
E para r = —25:
¢
Cny1 = — — = — (3.47)
T+ S )+ D@+ )(n+ 25 +1) —a
e,
il = — 3.48
T et D+ 20+ (et 1) +2a+1—a (3.48)
e
S n 3.49
T e+ D) + 20+ 1(a+ D(n+ 1) (349)
Retomando o caso onde r = 0 e fazendo n = 0, 1,2, ... na equagao (3.46):
n=>0
)\260
R (3.50)
n=1
)\261

Cy = —

2(a+ 1)[(a+1)(2) — q]



Sustituindo ay

Cy —

=" hayt ;)2(04 +2) <_ (Oicol)>

S

2
o A2 ( Mo >
BT 3+ )Bla+ 1) —a] \2(a+ 1)22(a+ 1) — o
_ )\660
BT T3+ ) Bla+rl) — 2@+ 1) —a
3

= — )\2 (_ )\GCO )
T e+ D)Aa+1) —al \ 2-3(@+13B(a+1) —o]2(a+ 1) —a

)\SCO
T2 3 4la+ D Ala+ ) —aBla+l) —aR@+1) —a

Cq

/\2 )\8 Co
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(3.51)

(3.52)

(3.53)

Cy =

n =

(

10
A Co

5

)\2
6(at D)6@trl) —al

Ceg — —

10
A Co

©2.3-4-5(a+1)5B(a+1) —a]d(a+1) —a][3(a+ 1) — a][2(a + 1) — o]

" 2.3-4-5(a+1)5B(a+1) —o]d(a+1) —a][3(a+ 1) — a][2(a + 1) — o]

)

5+ DB+ 1) —qf (_2-3-4(a+ Did(a+1) — a]3(a+ 1) — o] [2(a + 1) —a])

(3.54)
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/\1200
T 2345 6(a+1)5[6(a+1) —a]bla+1) —a]d(a+1) —a]3(a+1) —a]2(a+ 1) — q]
(3.55)
Entao:
_ )\260
R PO
. )\400
2T et 1220+ 1) —q
_ )\660
BT T3+ ) Bla+rl) — 2@+ 1) —a
. )\800
“4T 93 da+r ) Ala+ ) —aBlatl) —a2@+1) —a
o )\1000

" 2.3-4-5(a+1)5B(a+1) —a]d(a+1) — a][Bla+1) — a][2(a + 1) — ]

12
A Co

= 2.3-4-5-6(a+1)5[6(a+1) —a][pla+1) —a][dla+1) — a][3(a+ 1) — a][2(a + 1) — ]

(_1)71)\27160

Cp = T 3.56
nl(a+1)" [, [i(a+1) — a] (3:56)
entao a solugao e dada por:
0 (_1)n)\2ncoz(a+1)n
Zi(z) = T (3.57)
nz; nlla+1)" [ [i(a+1) — a]
Segue-se 0 mesmo procedimento para a solugao associada a r = %5, variandon =0, 1,2, ...
na equagao (3.49):
n =20
)\2
¢ =— 0 (3.58)

(a+ 1)[2a + 1]
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n=1
)\2 ( )\200 )
o — — _
T 2+ D[+ D+2a+1] \ (a+D2a+1)
)\400
— 3.59
2T 2+ 12Qa+ D@+ 1) +2a+ 1] (3:59)
n=2
C3 = — A ( Meg >
ST 3a+DR(a+ 1) +2a+ 1] \2(a+ 1)22a + D[(a + 1) + 2a + 1]
/\6
3= — 0 (3.60)
2-3(a+1P32a+D[(a+1)+ 20+ 1]2(a + 1) + 20 + 1]
n=3
)\2
“4T T Har1Blatr ) t2ar1]
(- )
2-3(a+132a+1)[(a+1)+2a+1]2(a + 1) + 2a + 1]
e = )\800
T2 3 4a+ DI Ra+ D(e+ 1) +2a+ 12(a+ 1) + 20 + 1]B3(a + 1) + 20 + 1]
(3.61)
n=4
)\2
ST TSatrDAl@r) +2a+ 1
< )\860 )
2-3-4(a+1)*2a+D[(a+1)+ 20+ 1]2(a+ 1) + 20 + 1][3(a + 1) + 2 + 1]
_ A0¢q
G = T 2:345(a+1)? 2ot D) [(a+ ) F2a+1]2(a+ D) +2a+1]Blat ) +2a+ 1] [4(at 1) +2a+1]
(3.62)

n=>5

— 2 A0,
% = T 6(a+1)Blat1)+2a+1] X <_2v3~4~5(a+1)5(2a+1)[(a+1)+2a+1][2(a+1)0+2a+1][3(a+1)+2a+1}[4(a+1)+2a+1]>
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o )\126
C6 = _2-3~4-5~6(a+1)6(20¢+1)[(a+1)+2a+1][2(a+1)+2a+10][3(a+1)+2a+1][4(a+1)+2a+1][5(a+1)+2a—|—1] (363)

) ( 1)71)\27160
" nl(a+ DL (G- D(e+ 1) + 200+ 1]
Substituindo a equagao (3.64) em (3.30) obtem-se:

(3.64)

& (—1)" A2y @Dt E5)
Z p—
2(2) ;n!(aﬂ)nn "l —D(a+1)+ 20+ 1]

(3.65)

Agora, retornando a solugao associada a r = 0:

0 ( )n/\2n Z(aJrl)n

Zl(z)zznwwm " fila+1) —a]

(3.66)

onde:

( )n)\2nco
nl(a+ )" [[inlila +1) — of

2
A nCO

nla+ 1) T e+ 1) — (3%5)]

— (-1

2n
A Co

nl(a+1)mMa+ )" TTL [0+ (—557)]

— (-1

(_ )n)\Qn o
nl(o+ 171+ (=g) 12+ (53018 + (=350 I+ (=5%)]

(3.67)

Cp =

multiplicando e dividindo (3.67) pela fun¢ao gama I'[1 + (—QLH)]

(—1)" A2 [1 + (—225)]
nl(a+ D)1+ (=59)12+ (=353)IB+ (=35)] - [n+ (= 350) T+ (—557)]

Cn =
uma importante propriedade da funcao gama é dada por:
al'(z) =T(x+1) (3.69)

que pode ser obtida pela integragao por partes da definicao da fungao gama, logo ¢, fica,

)N+ (=) (—1)" Aol [ 2]
o= n!(a+1)2T[1 + (_a+1) +n]  nl(a+1)2Dn— (aL—i-l) 1] (3.70)




desta forma,

i n)\?nc Z(a+1)nr[ +1]
~ nl(a+ 1)?"T'[n (aLH) + 1]

at1\ 2ot
et e (?zTi))
ECE A L b
a+1 — n'F[

a fungado obtida em (3.71) é denominada fungao de Bessel:

) = 30 L)

|
— nll'(n+p+1)

onde J,(x) é a funcao de Bessel de primeira espécie e ordem p. Segue entao que:

o 22
Z1(Z)ZAZ2J(%1 ( P )

Agora, retornando ao caso onde r = —%—:
a+1

- 00 ( 1)n)\2nc Z(a+1)(n+r+1)
Zy(2) = 7; nl(a+ )", (G — D)(a+ 1) + 2a + 1]

onde,

( 1)”/\2n60
nla+ )T (6 —1)(a+ 1)+ 20+ 1]

Cp =

47

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)
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( )n/\2n
Cp = =
nl(a+ D TT e+ 1) = 1+ Z557)]
(—1)"A%"¢q
Cn - —
nl(a+1)"(a+ 1) [, + a+1>
(_1)n/\2n
Cn = (3.75)
n!(a+1)2"(1 )(2+a—+1)(3+a—+1> (n—i—a—H)
agora multiplicando e dividindo (3.75) por I' (1 + a_+1)
(—1)" AT (14 =25)
Cn = — - (3.76)
nla+ 1)1+ 25)2+ 225)B+ 225) - (n+ 220) (1+ 2%5)
e novamente usando a propriedade (3.69):
1) A el (1 + =55
¢, = ( ) o ( ) (3'77)

nl(a+1)%T (n+ %5 + 1)

Entao:
a ) (a+1)(n+ 5%7)

oo
Z ”)\2”001" 1+
- n!(a+1) 2"F(n+ 1+1)

n=

o
2 1
=y e e ()

n!(a+1 2“F(n+ oo +1)

a+l\ 2n a+1 \ a+T
00 ( 1)" 2 Az 2
a+1 a+1
o

Z2(Z):Z niT (nt 25 +1) <Az°‘§1>‘“

n=0

a+1 \ 2ntaST
o9 ( 1)”CO<>‘(ZD¢+21) > o o o
Z(z) =) nil (nt 225 +1) ATz (e DT (1 55)
n=0

/\a;l 2”""%“
1\ &+t o — (1)n<<za+1)>
=0 () (1 20) Y

A il (n+ 595 +1)
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Assim,
o 2Mz %
A =Bz2J a_ 3.78
() = Bz w(aH) (3.78)
Dessa forma tem-se a seguinte solucao:
Z(z) = Z1(2) + Zs(2) (3.79)
o 225 o 2AzF
Z(z)=Az2J_ o Bz2J a_ 3.80
<Z) Z(](!+1<a_|,_1>+ ZJa+1<a_|_1 ( )

Agora vamos verificar se a equagao (3.80) satisfaz as condigoes de fronteira (3.14) e (3.15). Para
isso vamos calcular separadamente as derivadas de Z; e Zy dadas por (3.73) e (3.78) respecti-

vamente.

Calculo de Zj(z)

Note que:

Zy(z) =Bz% ) ‘ (—1f }(A22> ) (3.81)

= (_l)n A e atlgnt o Y o
sz):13§:7ﬂr ] 2o (g ) T (3.82)

7 ( ) B i (_1)” A 2n+%+1 n(a+1)+a (3 83)
zZ) = Z .
’ nll [n+ 25 + 1] \ea+1

n=0

Das propriedades de somatério tem-se a comutatividade da derivada:

DY f(x)=> Df(x) (3.84)

Segue que

ZI<Z) - B Z (_1>n[(a + 1)” + Oé] A 2n+r+1 Z(a+1)n+a71 (3 85)
’ nll [n+ -2 +1] \a+1 '
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Mas esta solugao nao satisfaz a condigao de fronteira Z’(0) = 0, porque

B a1
26) = rreer (227)

r [a+1 + 1} -+ 1
$ (CWllat o ta] () e
+B Q n Q Z(OH-I)TH-O{—I (386)
1 n‘F[n—i—a—H—i—l} Oé+1

o segundo termo tende a zero quando z tende a zero mas o primeiro termo tende para infinito

quando z tende a zero. Portanto podemos desprezar o termo Z, na expressao (3.80).

Célculo de Z|(z)

Note que:
) n )\ZaT-&-l n—o T
nzn'f‘ n—a—H%—l} (a—l—l) ( )
(o ) st o)
Zi(z)=A z 2 \FMTadT) T2 3.88
1(2) ;nlf‘[n—oﬁlJrl} a+1 ( )
AZ (3 ) o (3.50)
g 3.89
TL'F - a+1 + 1} a+ 1
Logo,

n 2n—257
Z/ A Z 'F []') (Oé + 1>n ( )\ ) Z(Oé+1)nfl (390)
n

n — +1+1} a+1

(a+1) A\ et B
— A (a+1)n—1 3.91
Zn—l'l“[n——+1] (a—l—l) : (3:91)

e a condigao de fronteira Z'(0) = 0 ¢ satisfeita para esta solugao.
Assim sendo, a solugao da equagao (3.23), que satisfaz a condigao de fronteira Z’(0) =0 é

dada por,

. Mz
Z(2) :Azzj_a( A2 ) (3.92)
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Agora, aplicando a condigao de fronteira Z'(h) = 0 tem-se

i<n§_1)n+1(a+1) }( : >2n+2mh<“+””+a=o (3.93)

T [n—-%+2] \a+1

n=0 a+1

00 n QTH 2n+1-2%5
(—Ah‘%") (=1) A ~0 (3.94)
—~ ()P [n+1-25+1] \a+l

n

Consequentemente, A = A, € solucao da equagao:

INR T
Jio e < o ) —0 (3.95)

e finalmente substituindo-se (3.29) e (3.92) em (3.16) obtemos a seguinte expressao para a

distribuicao de concentracao,

_ Wz 3 2
(2,2) = anJ = ( ail > e~ % (3.96)

Porém esta solugao se anula para n = 0, pois A\ é zero e J(0) = 0. Neste caso é necessério
aplicar as condigoes de fronteira (3.14) na soluc¢ao da equagao (3.23) quando Ay = 0.

Para A\g = 0 em (3.23)

Z"2)+ (1 —a)z ' Z(2) =0 (3.97)
Z(2) = c;za +Cy (3.98)
7'(z2) = Cyz*7 1 (3.99)

Para z = 0 em (3.99) obtem-se:

Z'(0) =0 (3.100)



entretanto para z = h em (3.99), tem-se:

Z'(h) £ 0
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(3.101)

Para que (3.98) satisfaga as condiges de fronteira (3.14) é necesséario que C; = 0. Neste caso

(3.98) torna-se,

Para A\ = 0 em (3.29):

X(z)=c

Logo para A = 0 temos C(z, z) = cte

Portanto a equagao (3.96) torna-se

- WAz 7 Ao
— n _2nPT
AY(x,z) =ag+ g anJ_aaﬂ< ] >e o
n=1

Para calcular a,, vamos considerar a condicao inicial (3.15):

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)
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h atl
2Nz 2
_ / Q. ( 2 ) 5(z — H,)dz (3.108)
o u a4+l
h atl 00 h atl atl
2Nz 2 2\, 2 2 2Nz 2
J__a d n J__a_ J__a_ d
ao/o a+1<a—|—1) Z+;a/0 a+1<a—|—1) a+1<a—|—1> :
ONHL?
_Qy . <’—> (3.109)
u ot a+1

O sistema é resolvido numericamente.

O modelo de dispersao de contaminantes na CLP desenvolvido neste trabalho, empregando
as derivadas de Hausdorff, é descrito pela equagao (3.104), com A dado por (3.95) e a, dado
por (3.109) .



54

4 EXPERIMENTOS E INDICES ESTATISTICOS

Neste capitulo apresenta-se uma descricao dos experimentos utilizados para a validacao do
modelo proposto e dos indices estatisticos a serem usados na comparagao entre os dados de
concentracao simulados no modelo e os dados observados nos experimentos. O processo de
validacao do modelo é uma atitude de investigagao cientifica, no qual busca-se a compreensao
e verbalizagao das solucoes obtidas. Encontrar o resultado do problema, questionar o resultado
obtido, comparar com o resultado original fazem parte do processo e sao fundamentais. Cada
problema deve ter um objetivo especifico e uma caracteristica peculiar, para que possa ser
um desafio e nao apenas um exercicio habitual. Um modelo operacional para o célculo da
concentracao de contaminantes que ¢ utilizado para prevencao da qualidade do ar deve ter os

seguintes atributos:
e Descrever realisticamente os processos fisicos que governam o sistema a ser modelado.
e Produzir estimativas adequadas de dados observacionais.

Hanna criou uma divisao em trés etapas com o objetivo de organizar um pouco o processo de

validagao [9]:
e Examinar a estrutura do modelo
e Analisar a sensibilidade,
e Testar o modelo com os dados observados

Outro passo importante é examinar as hipéteses envolvidas na formulacao do modelo e com-
preender o que é necessario para sua validacao, dessa forma é possivel organizar e consolidar o

modelo, determinando uma discriminacao entre os diferentes modelos.

4.1 Indices Estatisticos

A comparagao entre os dados de concentracao simulados no modelo com os dados observados
nos experimentos é usualmente feita através dos indices estatisticos presentes na literatura, onde
¢p ¢ a concentragao obtida , ¢, é a concentragao observada, o, ¢ o desvio padrao obtido, o, é o

desvio padrao observado [9]. Os indices estatisticos aplicados sao definidos da seguinte forma :

e FErro quadratico médio normalizado: estimativa de quanto os dados observados e preditos

diferem uns dos outros. A normalizacao indica que o erro nao depende da grandeza dos
dados.

o2
NMSE — (= @)

CoCp
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Coeficiente de correlagcao: apresenta o grau de relagao entre os dados e assume um valor
compreendido entre -1 e 1. Se os dados estao correlacionados, ou seja, variam do mesmo
modo, entao Cor > 0, se os dados nao estao correlacionados , ou seja, sao inversamente

relacionados, entao Cor <0.

COI' — (CO _C_p>(cp _@)
O'OO'p

Fator de dois: Indica o percentual, normalizado, dos dados calculados entre um fator de

dois daqueles observados, isto é, a fracao de dados que estao entre 0,5 < % <2

Fractional Bias: informa a tendéncia do modelo de superestimar ou subestimar as concen-
tragoes observadas. Valores de F'B > 0 indicam que o modelo esta subestimando os dados
experimentais, enquanto valores de F'B < 0 indicam que o modelo esta superestimando

os dados experimentais.

FB = —2 2
0.5(¢, +¢,)
Desuvio fracional padrao:
Op— 0O
Py — %0 "%
0.5(c, + o)

Os resultados que tornam o modelo mais confidvel sao dados para os valores 0 em NMSE,
FS e FB, e 1 para Cor e FA2.

4.2

Dados Experimentais

Para avaliar a performance do modelo neste trabalho foram utilizados os dados observados

em trés experimentos: Experimento de Prairie Grass, Experimento de Copenhagen e Experi-

mento de Hanford.

A

razao entre a altura onde ocorre a emissao de contaminantes (H;) e a altura da CLC (z;)

determina se o experimento é considerado de fonte alta ou baixa, isto é:

Se

se

A

% < 0,1 o experimento é considerado de fonte baixa;
% > 0,1 o experimento é considerado de fonte alta.

razao entre a altura da CLP (h) e do comprimento da Monin-Obukov (L) determina se o

experimento ¢ de conveccao fraca, moderada ou alta, ou seja:

se

se

se

Zi

L]

5 < ‘Zﬂ < 10 a convecgao é moderada;

> 10 a conveccao ¢ alta.

< 5 a convecgao ¢ fraca;

Zi

L]
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4.3 O Experimento de Copenhagen

O experimento de Copenhagen descrito no artigo [33] foi realizado entre setembro de 1978
e julho de 1979, na regiao norte da cidade de Copenhagen na Dinamarca, e é considerado um
dos mais importantes no estudo de dispersao de contaminantes. Neste experimento o tragador
hexafluoreto de enxofre (SFg) foi liberado sem empuxo a partir de uma fonte de emissao, isto
¢, de um cilindro posicionado perpendicularmente ao solo simulando uma chaminé, de 115m
de altura, com uma taxa de emissao de 100 g/s e coletado ao nivel do solo, por unidades de
amostragem distribuidas em trés arcos perpendiculares a direcao do vento médio. Os arcos
foram posicionados a distancias de 2 a 6 km, a partir do ponto onde ocorreu a liberacao do
SFg , conforme ilustra a Fig. 4.1. As concentragoes foram observadas ao nivel do solo, a média
das medidas foi de 1h e sua imprecisao experimental é de aproximadamente 10%, a regiao era

principalmente residencial com o comprimento de rugosidade de 0,6 m.
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Figura 4.1: Tlustragao do experimento de Copenhagen. Fonte: adaptado de [33]

A tabela 1 apresenta os dados meteorolégicos dos experimentos de dispersao de Copenhagen
utilizados como parametros de entrada no modelo. Onde o, é o desvio padrao vertical da

componente turbulenta da velocidade do vento, u, é a velocidade de friccao ou atrito, L é o



Tabela 1: Parametros micrometeorolégicos do experimento de Copenhagen

EXp. U10 U L(m) Ow h
(ms™h) (ms™') (m) (ms™1) (m)
1 2.1 0.37 -46 0.83 1980
2 4.9 0.74 -384 1.07 1920
3 24 0.39  -108 0.68 1120
4 2.5 039  -173 0.47 390
5 3.1 0.46 =577 0.71 820
6 7.2 1.07 -569 1.33 1300
7 4.1 0.65 -136 0.87 1850
8 4.2 0.70 =72 0.72 810
9 5.1 0.77  -382 0.98 2090

comprimento de Monin-Obukhov e h é a altura da CLP.
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Tabela 2: Concentracdes observadas lateralmente (c¥(z,0)/Q) (10~*sm~2) do experimento de Co-

penhagen. Fonte: [33]

Exp. x(m) observado
1 1900 6.48
3700 2.31
2 2100 5.38
4200 2.95
3 1900 8.20
3700 6.22
5400 4.30
4 4000 11.66
5 2100 6.72
4200 5.84
6100 4.97
6 2000 3.96
4200 2.22
5900 1.83
7 2000 6.70
4100 3.25
5300 2.23
8 1900 4.16
3600 2.02
5300 1.52
9 2100 4.58
4200 3.11
6000 2.59

A Tabela 2 apresenta as concentracoes observadas lateralmente para diferentes distancias

da fonte.
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4.4 O Experimento de Prairie Grass

O experimento de dispersao de Prairie Grass foi realizado em O’Neill, Nebraska, USA, em
Julho e Agosto de 1956, descrito por [34]. Durante o experimento o gés tragador (diéxido de
enxofre, SO,) foi liberado continuamente durante 10 minutos a partir de uma fonte pontual
F, ver figura (4.2), proxima a superficie (0,5 m), em um terreno plano com comprimento de
rugosidade aerodinanica de apenas 6.1072 m, e coletado na altura de 1,5 m, em cerca de 540
pontos distribuidos sobre os arcos ilustrados na Fig. 4.2, nas seguintes distancias da fonte:
50, 100, 200, 400 e 800 m, ao todo foram 70 experimentos sob ampla variacao de condig¢oes

meteoroldgicas.

Distancia da
fonte (m)

800

400

50f=-=""7mmmmmmms f------ / R

T T T T Tt Tt

Diregdo do vento

Figura 4.2: Tlustracao do experimento de Prairie Grass (vista superior).



Tabela 3: Parametros micrometeorolégicos do experimento de Prairie Grass (Casos Estaveis).

Fonte: [35]

Exp. Data Horario L h U Wy Q  Uiom
(m) (m) mst ms !t gs!  (m)

17 23/07/1956  20:00 61,54 148 0,2207 -044 56,5 287
18  23/07/1956  22:00 30,56 100 0,2027 -0,51 576 2,68
21 25/07/1956  22:00 216,92 379 0,4132 -0,55 50,9 5,31
22 26/07/1956  00:00 241,02 438 0,4975 -0,63 484 6,39
23 29/07/1956  21:00 245,56 405 0,4181 -0,53 40,9 5,37
24 29/07/1956  23:00 327,37 461 0,4061 -0,47 41,2 521
28  03/08/1956  00:00 20,50 100 0,1578 -046 41,7 2,12
29  03/08/1956  02:00 35,86 122 0,2584 -0,62 41,5 340
32 06/08/1956  20:00 6,32 100 0,1076 -0,46 41,4 1,60
355 07/08/1956  23:00 72,88 175 0,2621 -0,50 418 3,40
35  11/08/1956  22:00 3,63 100 0,0670 -0,35 388 1,10
36 11/08/1956  23:00 7,53 100 0,0942 -0,38 40,0 1,37
37 12/08/1956  03:00 115,92 240 0,3100 -0,50 40,3 4,00
38 12/08/1956  05:00 117,02 232 0,2868 -0,47 454 3,70
39  13/08/1956  22:00 8,06 100 0,1172 -0,46 40,7 1,69
40  14/08/1956  01:00 749 100 0,1086 -0.44 40,5 1,58
41 14/08/1956  03:00 38,48 122 0,2406 -0,57 399 3,16
42 14/08/1956  05:00 162,73 326 0,4094 -0,60 56,4 527
46 15/08/1956  19:00 155,16 306 0,3775 -0,56 99,7 4,86
53 24/08/1956  20:00 4,04 100 0,0972 -0,48 452 1,56
54 24/08/1956  22:00 48,27 142 0,2603 -0,57 434 3,40
55 25/08/1956  01:00 140,84 301 0,4013 -0,61 453 5,17
56 25/08/1956  02:00 104,64 232 0,3213 -0,54 459 4,15
58  25/08/1956  19:00 6,90 100 0,1123 -0.47 40,5 1,65
59  25/08/1956  22:00 12,59 100 0,1460 -0,50 40,2 2,02
60 26/08/1956  01:00 75,19 194 0,3116 -0,59 385 4,04
65 29/08/1956  20:00 51,46 157 0,3012 -0,64 44,1 3,93
66  29/08/1956  22:00 1822 100 0,1894 -0,57 43,1 2,56
67 30/08/1956  01:00 104,62 223 0,2981 -0,50 45,0 3,85
68  30/08/1956  03:00 23,52 100 0,1640 -0.45 428 2,19

59
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4.5 O Experimento de Hanford

O experimento de Hanford foi realizado em uma regiao semi-arida de sul a leste do estado
de Washington, EUA, no ano de 1983, sob condigoes atmosféricas estaveis e quase neutras,
descrito em [36]. Trata-se de um experimento de fonte baixa. Os tragadores hexafluoreto de
enxofre (SFg) e (ZnS) foram langados, simultaneamente, sem empuxo de uma altura de 2m
a uma taxa média de liberacao de 0,3 gs~!. Ao todo foram conduzidos 6 experimentos, com
tempo médio de liberacao em torno de 30 minutos, exceto no experimento 5 que foi de 22
minutos. As concentragoes foram medidas por unidades de amostragem localizadas em circulos
concéntricos com raios de 100, 200, 800, 1600 e 3200 m. O terreno é plano com comprimento
de rugosidade z, = 0,03 m.

A Tabela 5 apresenta os dados meteorologicos do experimento de dispersao de Hanford que

foram utilizados como parametros de entrada no modelo.

Tabela 4: Parametros micrometeoroldgicos do experimento de Hanford. Fonte: [35]

Exp. Data L h Uy Q U,
(m) (m) ms' gs' (m)

1 18/05/1983 166 325 0,40 0,3 3,63
2 26/05/1983 44 135 0,26 0,3 142
3 05/06/1983 77 182 0,27 0,3 2,02
4 12/06/1983 34 104 0,20 0,3 1,50
5 24/06/1983 59 157 0,26 0,3 141
6 27/06/1983 71 185 0,30 0,3 1,54
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

A andlise da performance do modelo de dispersao empregando a derivada de Hausdorff, pro-
posto neste trabalho, ¢é feita através da comparacao dos resultados obtidos a partir da equacao
(3.104) com o modelo Gaussiano classico, com o modelo Gaussiano operacional e com o modelo
proposto por [37], onde foi empregado a derivada fraciondria de Caputo na parametrizagdo do
fluxo de concentracao e no termo advectivo. A velocidade média do vento é obtida diretamente
dos dados experimentais. Para obter a constante do coeficiente de difusividade K, segue-se
o procedimento introduzido em [32], onde foi considerado a media espacial K, = (K) do coe-
ficiente de difusividade que é uma funcao linear da distancia a favor do vento expressada por
K = pux, onde p é o parametro da turbuléncia. O paramentro de turbuléncia p é parametrizado
como o quadrado da intensidade turbulenta usando a teoria estatistica de Taylor p = (2=)* [38],
onde o, é o desvio padrao vertical da componente turbulenta da velocidade do vento. Para os
casos estdveis foi usada a relagao proposta por Hanna [? | (o, = 1.3u.(1 — z/h)). Os dados
experimentais do experimento de Copenhagem [8], do experimento de Prairie Grass [34] e do
2 <10 e outro com

IZ|
> 10, onde L é o comprimento de Monin-Obukhov [40] e h é a altura da CLP. O parametro

experimento de Hanford [39] foram separados em dois grupos: um com

h

IZ]

% é obtido a partir da equacao do balanco de energia em um fluxo turbulento. Este parametro

pode ser usado para avaliar algumas caracteristicas da estrutura fisica do fluxo turbulento. Para

% < 10 tem-se a predominancia da entrada de energia mecanica (cisalhamento de vento) em
h

um fluxo turbulento. Para > 10 tem-se a predominancia da entrada de energia de convecgao
térmica em um fluxo turbulento. A andlise destas duas situacoes visa mostrar o valor de «

(ordem da equacao fraciondria) que melhor descreve a distribuigdo da concentragao.

5.1 Resultados para % < 10

Para estimar o melhor valor de a para cada experimento, analizou-se a solu¢ao do modelo
proposto neste trabalho variando o de 0.50 a 0.99 em passos de 0.01. Percebeu-se que, indepen-
dentemente do experimento, para % < 10 o modelo fracionario de Hausdorff com velocidade e
coeficiente de difusdo constantes (Eq. 3.104) descreve relativamente bem todos os experimentos

com « = 0.54.

5.1.1 Experimento de Copenhagen

Para o experimento de Copenhagen, a tabela 6 mostra que, quando compara-se aos modelos
Gaussiano e Gaussiano Operacional (G-O), usando uma velocidade média do vento constante
e difusividade turbulenta também constante, o modelo proposto neste trabalho apresenta um
bom resultado para a distribuicao da concentracao de contaminantes na CLP gerada por um
fluxo turbulento onde a fonte de conveccao térmica e entrada mecanica é bastante relevante.

Também mostra um resultado similar ao obtido por Goulart em [37], principalmente quando se
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Tabela 5: Experimento de Copenhagen para % < 10 (instavel)

Modelo Cor NMSE FS FB FA2

Eq. 3.104 096 0.12 0.10 -0.36 1.00
Goulart et al. (2019) 0.97 0.05 0.08 -0.24 1.00
Modelo Gaussiano 096 0.17 0.06 -044 0.75

Modelo G-O 097 0.83 1.00 -0.77 0.41
Moreira (2005) 097 0.02 0.05 0.01 1.00
Kumar (2012) 0.90 005 034 -0.04 0.96

compara os resultados para a correlagao e fator de dois. No modelo de Goulart [37] é empregado
a derivada fracionaria de Caputo para parametrizar o fluxo de concentracao.

Apresenta também bons resultados quando compara-se a alguns modelos de dispersao Eu-
lerianos encontrados na literatura, os quais empregam derivadas de ordem inteira na equacao
de difusao-advecc¢ao. No caso do modelo de Moreira [41], a equagao de difusdo-advecgao esta-
cionaria emprega uma velocidade do vento que é uma funcao da altura z, e uma difusividade
turbulenta que é uma funcao da altura z e da distancia horizontal z. A equacao diferencial é
resolvida pelo método GILTT [42], extendido para o caso em que a difusividade turbulenta é
uma fungao de z e x. No caso do modelo de Kumar [43] o método GILTT é usado para resolver
a equacao de difusao-advecgao, mas neste caso a velocidade do vento e o coeficiente de difusao
sao fungoes somente da altura z. A tabela 6 mostra que o modelo fraciondrio proposto neste
trabalho empregando a derivada de Hausdorff, com a velocidade do vento e o coeficiente de
difusdo constantes, tem performance similar ao modelo de Moreira [41]. E possivel ver também
que o modelo fracionario proposto neste trabalho teve melhor performance que o modelo de Ku-
mar [43]. Observa-se também que a velocidade do vento e o coeficiente de difusao que descreve
mais corretamente o fluxo turbulento, usado em Moreira [41] e Kumar [43], tende a compensar
a deficiencia da estrutura matematica da equagao de difusao-adveccao classica que descreve a
distribuigao de concentragao [37].

Nesse trabalho, a velocidade do vento e o coeficiente de difusao constantes foram usados
precisamente para mostrar a capacidade da equagao de difusao-adveccao fracionaria para des-
crever com maior precisao a distribuicao de concentracao de contaminantes. Além dos indices
estatisticos, a figura (5.1) mostra o diagrama de dispersao da concentragao observada e da

concentracao prevista. As linhas indicam o fator de dois.
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Figura 5.1: Diagrama de dispersao da concentracao observada e prevista para o experimento
de Copenhagen (instével).
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5.1.2 Experimento de Prairie Grass

Na tabela 7 mostra-se os resultados obtidos para o experimento de Prairie Grass estavel
com % < 4. Neste caso, o regime de estabilidade pode ser considerado mais préoximo do neutro.
Observou-se que o modelo fracionério teve uma performance melhor que os modelos Gaussiano
e Modelo G-O em todas as distancias. Além disso, viu-se que para as distancias maiores a
diferenga entre o modelo fraciondrio e o modelo Gaussiano fica mais evidente. As figuras (5.2),
(5.3), (5.4) e (5.5) mostram o diagrama de dispersao da concentracao observada e prevista para
as distancias de 200m a 800m. Observou-se que a performance do modelo fracionario é superior
a performance do modelo Gaussiano em ambas distancias. Atribui-se a melhor performance do
modelo fracionédrio em relacao ao modelo Gaussiano pelo fato de que a distribui¢ao da concen-
tracao em um fluxo turbulento nao obedece a uma distribuicao de probabilidade Gaussiana, mas
sim uma distribuicao de difusao anoémala, induzida pela turbuléncia, com uma lei de poténcia

fraciondria para o deslocamento quadratico médio [5, 32, 37].

Tabela 6: Experimento de Prairie Grass para % < 4 (estavel)

Distancia (m) Modelo Cor NMSE FS FB Fa2
Eq. 3.104 0.96 1.43 1.21 -0.99 0.00

200 Goulart et al. (2019) 0.96 1.68 1.06 -1.08 0.00
Modelo Gaussiano  0.96  3.23  1.47 -1.31 0.00

Modelo O-G 096 095 1.08 -0.83 0.06

Eq. 3.104 0.90 0.26 0.87 -0.36 0.94

800 Goulart et al. (2019) 0.90 047 0.89 -0.56 0.88
Modelo Gaussiano  0.89 1.56 1.33 -0.97 0.17

Modelo O-G 0.84 1.72 1.35 -1.02 0.06

Eq. 3.104 094 1.09 124 -0.78 0.53

> 200 Goulart et al. (2019) 0.91 1.35 1.20 -0.89 0.41
Modelo Gaussiano  0.97 2.82 1.46 -1.20 0.06

Modelo O-G 0.97 2.82 1.46 -1.20 0.06

Eq. 3.104 0.94 055 1.05 -0.56 0.79

> 400 Goulart et al. (2019) 0.93 0.73 1.03 -0.68 0.41
Modelo Gaussiano  0.94 2.06 1.40 -1.08 0.08

Modelo O-G 0.95 2.06 1.40 -1.08 0.08

Eq. 3.104 0.96 2.91 1.48 -1.15 0.31

Todas as distancias Goulart et al. (2019) 0.85 3.72  1.47 -1.27 0.31
Modelo Gaussiano  0.98  4.56 1.54 -1.39 0.02
Modelo O-G 098 456 154 -1.39 0.02
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Figura 5.2: Diagrama de dispersao da concentracao observada e prevista para o experimento

da Prairie Grass (estdvel). (a) z = 200m .
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Figura 5.3: Diagrama de dispersao da concentracao observada e prevista para o experimento

da Prairie Grass (estdvel). (b) x = 800m .
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Figura 5.4: Diagrama de dispersao da concentracao observada e prevista para o experimento
da Prairie Grass (estdvel). (c) x > 200m .
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Figura 5.5: Diagrama de dispersao da concentracao observada e prevista para o experimento
da Prairie Grass (estavel). (d) > 400m .
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5.1.3 Experimento de Hanford

Tabela 7: Experimento de Hanford para % < 3 (estavel)

Distancia (m) Modelo Cor NMSE FS FB Fa2
Eq. 3.104 0.63 1091 181 -1.73 0.00
100 Goulart et al (2019) 0.65 10.32 1.80 -1.66 0.00

Modelo Gaussiano 0.63 13.21 1.84 -1.71 0.00

Modelo G-O 0.62 15.33 1.88 -1.74 0.00

Eq. 3.104 0.98 0.41 0.68 -0.58 0.83

1600 Goulart et al (2019) 0.97 036  0.72 -0.53 1.00
Modelo Gaussiano  0.97  0.42 0.69 -0.58 0.66

Modelo G-O 0.88 6.21 1.78 -1.49 0.00

Eq. 3.104 0.96 0.11 0.46 -0.23 1.00

3200 Goulart et al (2019) 0.95 0.10 0.50 -0.19 1.00
Modelo Gaussiano  0.95 0.12 049 -0.22 1.00

Modelo G-O 0.84 6.54 1.81 -1.48 0.00

Eq. 3.104 0.44 10.65 1.78 -1.59 0.00

< 800 Goulart et al (2019) 0.60 827 1.77 -1.51 0.05
Modelo Gaussiano  0.48 10.32 1.79 -1.58 0.00

Modelo G-O 082 14.24 1.83 -1.71 0.00

Eq. 3.104 0.92 0.28 0.63 -0.42 0.92

> 1600 Goulart et al (2019) 0.92 0.26 0.67 -0.38 1.00
Modelo Gaussiano  0.90 0.29 0.65 -0.42 0.83

Modelo G-O 0.83 6.31 1.75 -1.49 0.00

Eq. 3.104 0.35 7.58 1.75 -1.42 0.37

Todas as distancias Goulart et al (2019) 0.55  7.57 1.74 -1.35 0.43
Modelo Gaussiano  0.39 9.31 1.76 -1.42 0.33

Modelo G-O 0.87 14.01 1.80 -1.68 0.00

A tabela 8 mostra os resultados dos modelos fracionarios, Gaussiano e G-O para o experi-
mento de Hanford com ITh\ < 3. No experimento de Hanford, tem-se um regime estavel, com
uma velocidade do vento muito baixa (=~ 1.5ms™1). Assim sendo, o fluxo ¢ ligeiramente turbu-
lento e as caracteristicas de difusao anomala, presentes em um fluxo fortemente turbulento, nao
sao muito evidentes. Neste caso, espera-se que a distribuicao de probabilidade gaussiana possa
ser empregada para modelar o problema. As figuras (5.6), (5.7) e (5.8) mostram o diagrama
de dispersao da concentracao observada e prevista para o experimento de Hanford. Vé-se que
modelo proposto neste trabalho (Eq. 3.104), o modelo fracionério [37] e os modelos Gaussianos
tem performance muito similar. Contudo, o modelo G-O falha totalmente neste caso, isso esta
relacionado a aproximacao feita para que a solucao satisfaga as condigoes de contorno. Os valo-
res das distancias nas diregoes z e z envolvidas nos experimentos de Copenhagen e Prairie Grass
sao semelhantes em quase todos os experimentos. Neste caso, a aproximagao dos contornos ten-
dendo para infinito (feita no modelo G-O) tem um bom resultado. Em particular, para Prairie
Grass estavel onde as distancias x e z sao =~ 800m e 400m, respectivamente, a diferenca entre o

modelo Gaussiano e o modelo G-O ¢ insignificante. No experimento de Hanford, os valores das
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Figura 5.6: Diagrama de dispersao da concentracao observada e prevista para o experimento
de Hanford. (a) z = 1600m
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distancias nas diregoes = e z sdo muito diferentes (=~ 3200m e 200m, respectivamente), fazendo

com que a aproximacao dos contornos tendendo ao infinito seja totalmente inadequada.
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Figura 5.7: Diagrama de dispersao da concentracao observada e prevista para o experimento

de Hanford. (b) x = 3200m

10 T T T T T I '
L (b) ® 0 1
g L -
3 G) 1
«D
&> 6 -
'E h/|L|<3
7] I
o
< |
O | X .
2 | ® Eq.(3.104) 1
X «o O  Goulart et al. (2019)
| ®/00 O Modelo Gaussiano 1
X  Modelo G-O
0 1 1 " I I
0 2 4 6 8

Cp/Q(10'3s.m'2)

10

Figura 5.8: Diagrama de dispersao da concentracao observada e prevista para o experimento

de Hanford. (c¢) x > 1600m
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5.2 Resultados para % > 10

Tabela 8: Experimento de Copenhagen para % > 10 (instavel)

Modelo Cor NMSE FS FB FA2

Eq. 3.104 062 030 1.08 -0.29 0.91
Goulart et al. (2019) 0.65 0.20 0.97 -0.14 0.90
Modelo Gaussiano 0.62 0.34 1.02 -0.33 0.81

Para ‘hﬂ > 10 a tabela 9 mostra que o modelo fracionario proposto com a = 0.72 tem melhor

performance quando comparado com o modelo Gaussiano na maioria dos indices estatisticos.
Como no caso anterior, analizou-se a solu¢ao do modelo proposto com « variando de 0.50 a 0.99
em passos de 0.01, e verificou-se que o modelo (com velocidade do vento constante e coeficiente

de difusao constante) descreve relativamente bem todos os experimentos com a = 0.72 quando

% > 10. Observou-se também que a performance de todos os modelos com % > 10 ¢é pior do
h

que o desempenho quando < 10 (Tabelas 6, 7 e 8). Isso pode estar relacionado a diferenca
h

na estrutura do fluxo turbulento na CLP em ambos os casos. Quando ]

de convecgao livre surge [44]. Neste caso, temos uma forte turbuléncia gerada pela convecgao

> 10 um estado

térmica e uma grande variagdo na estrutura do fluxo na direcao vertical. Isso resulta em
uma grande variacao com a altura da intensidade do coeficiénte de difusao vertical, como no
experimento de Prairie Grass (instével), e casos 1, 3, 7 e 8 do experimento de Copenhagen. Por
% ¢ muito pequeno (% < 10) hé uma turbuléncia em que a fonte mecanica
(cisalhamento do vento) é relevante. Neste caso, hd uma maior homogeneizagao espacial no

outro lado, quando

escoamento. Consequentemente, ha pouca variacao da intensidade do coeficiente de difusao
vertical com a altura [45], como em Prairie Grass (estavel) e o experimento de Hanford, e
também nos casos 2, 4, 5, 6 ¢ 9 do experimento de Copenhagen.

Modelos que empregam velocidade de vento constante e difusividade turbulenta também
constante terao maior dificuldade em descrever corretamente a concentracao de distribuicao
quando ha maior assimetria espacial, como no caso do fluxo na CLP se |—Z‘ > 10. Essa de-
ficiéncia serd compensada naturalmente quando a velocidade do vento e o coeficiente de difusao
nao constantes forem usados para descrever com mais precisao a estrutura fisica do escoamento.
Contudo, no presente trabalho considerou-se somente velocidade do vento constante e difusi-
vidade turbulenta, pois, neste momento, estamos interessados apenas em demonstrar que a
estrutura da equacao diferencial de ordem fracionaria é mais apropriada para calcular a distri-
buicao de contaminantes dispersos em um fluxo turbulento do que uma equacao diferencial de
ordem inteira. Comparou-se o modelo gaussiano com derivadas de ordem fracionaria contra o
modelo gaussiano com derivadas de ordem inteira. E claro, um modelo fraciondrio ou de ordem
nao inteira, que considera uma velocidade de vento e coeficiente de difusao nao constantes, que
descreve de forma mais adequada a estrutura do escoamento turbulento, ird gerar valores de
distribuicao de concentracao mais realistas. No entanto, em geral, nao ¢ simples obter uma

solugao analitica para ambas as equacoes (fraciondria e inteira) para comparar facilmente seus
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desempenhos.

Finalmente, um resultado muito importante encontrado é que, considerando tanto % < 10
h

e > 10, deve haver uma relagao entre a ordem da derivada fracionaria com a estrutura

fisica do escoamento turbulento, uma vez que, independentemente do experimento, quando

temos uma predominancia de entrada de energia mecanica (%

sao melhor descritos com a = 0.54, e quando temos uma predominancia de entrada de energia

o
|L|

< 10) todos os experimentos

por convecgao térmica (= > 10) os dados experimentais sao melhor descritos por a = 0.72.
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6 CONCLUSOES

No presente trabalho, foi desenvolvido um modelo de dispersao de contaminantes na Camada
Limite Planetaria empregando-se a derivada de Hausdorff. Para decrever o termo difusivo foi
proposto uma nova parametrizacao para o fluxo de concentracao usando derivadas de Hausdorff.
Para o termo advectivo foi usada a derivada de Hausdorff a fim de garantir que o deslocamento
quadratico médio da concentracgao seja descrito por uma lei de poténcia fracionaria do desloca-
mento. A equagao diferencial de ordem fraciondaria nas direcoes longitudinal e vertical foi usada
para obter a distribuicdo de concentracao de contaminantes na Camada Limite Planetaria. A
utilizagao de derivadas fracionarias na modelagem de difusao de contaminantes ¢ justificada
pela presenca de difusao andémala gerada a partir da turbuléncia. Nas ultimas décadas, milha-
res de trabalhos foram realizados com o objetivo de explicar a difusao anomala. No entanto,
neste assunto apenas alguns trabalhos trataram de analisar a validade de modelos baseados
em equagoes diferenciais cldssicas e/ou do uso de operadores diferenciais nao usuais para des-
crever sistemas que apresentam comportamento nao-diferencial e/ou dindmica anémala. Neste
contexto, o uso de operadores diferenciais fracionarios emergiu como uma valiosa ferramenta
matemadtica para modelar a evolucao da difusdo anémala [5, 6, 7]. No entanto, o uso de célculo
fracionario para estudar regimes estacionarios de dispersao de contaminantes na atmosfera é,
na verdade, pouco explorado. A este respeito, foi demonstrado recentemente em [37] que o
regime de estado estaciondrio para uma distribuicao espacial de concentracao de contaminantes
nao-reativos, em um processo de difusao andomala exibindo deslocamento quadratico médio,
¢ dado naturalmente por uma equacao diferencial contendo derivadas fracionarias no termo
advectivo (direcao x) da equagao de difusao-advecgao. No presente trabalho, a equacao de
difusao-adveccao fracionaria resultante contém derivadas fracionarias de Hausdorff nos termos
advectivos e difusivos (dire¢oes = e z), com isso o modelo considera difusdo anémala em ambas
as direcoes, diferentemente do modelo fraciondrio em [32] onde a difusdo andmala era consi-
derada apenas na direcao longitudinal. Resolveu-se o modelo e comparou-se a solugao com
experimentos reais e com modelos com derivadas tradicionais de ordem inteira. Mostrou-se que
o modelo empregando derivada de Hausdorff, mesmo com velocidade do vento constante e uma
difusividade turbulenta também constante, fornece um resultado muito bom comparado aos
dados experimentais. Os resultados obtidos mostram que a estrutura da equacao diferencial de
ordem fraciondria é mais apropriada para calcular a distribuicao de contaminantes dispersos
em um escoamento turbulento do que uma equacao diferencial de ordem inteira. Além disso,
um resultado muito importante encontrado é que deve haver uma relacao entre a ordem «
da derivada fracionaria com a estrutura fisica do escoamento turbulento ja que, independente-
mente do experimento, quando temos uma predominancia de entrada de energia mecanica no
escoamento turbulento, todos os experimentos foram melhor descritos com a = 0.54, e quando
temos uma predominancia de entrada de energia por conveccao térmica, os dados experimen-

tais sao melhor descritos por @ = 0.72. Uma grande vantagem do emprego da derivada de
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Hausdorff em relagdo ao emprego da derivada fracionaria de Caputo [32, 37] é que, no caso
da derivada de Hausdorff obtemos um sistema de equagoes diferenciais ordinarias de ordem
interia apds a separacao de variaveis na equacao da difusao-adveccao. Existe uma vasta lite-
ratura sobre a solucao de equacoes diferenciais ordindrias de ordem inteira, diferentemente das
equagoes diferencias obtidas empregando-se a derivada de Caputo. Para continuidade do tra-
balho pretende-se encontrar uma relagao matemaética entre alguns parametros que descrevem

a estrutura fisica do escoamento com o valor o da ordem da derivada de HausdorfT.
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7 APENDICE

7.1 Apéndice 1 - Regras de derivagao das derivadas métricas

1)Derivada métrica de uma fungao constante

Se f tem o valor constante f(x) = ¢, entao

a7 f(x) _ d(o)

dHzx dHx

=0

Demonstragao. Aplica-se a defini¢do de derivada métrica para f(z) = ¢, fungao cujos valores

sao a constante c. Para qualquer valor de x, encontra-se

d? f(z) c—c
=(C = lim = lim 0=0
dH(I? T1—T0 AHHZ' T1—T0
]
2) Regra da Poténcia
Seja n um nuimero inteiro positivo e f(z) = 2™ entdo, como z" ¢é diferencidvel:
d? f(z) L dix
=nz" " ——
dH dH x
Demonstracao. Como f é diferenciavel, usa-se o Corolario 2.3. n

3) Regra da multiplicagao da derivada métrica por uma constante

Seja f uma fun¢ao H-derivavel (possui derivada na métrica H) de x, e ¢ uma constante,

entao:
dcf(x)  d"f(x)
diy —  dHy
Demonstracao.
dcf(x) . cf(xr) —cf (w) o fla) = flzo) A" f(2)
dHzx 7z}l—r>ralco AHy 7Cz}1—r>ralco AHy T gy

4) Regra da soma
Sejam f e g fungoes H-derivaveis de x, entao a soma de f + g é H-derivavel em qualquer

ponto em que f e g sejam H-derivaveis. Em tais pontos,

A"(f +g) _d"f  d

dH x diy  dHx'
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Demonstracao. Aplica-se a defini¢ao de derivada métrica para h(z) = f(x) + g(x):

df(@) +g@)] _ . (@) + g(@)] = [f (o) + g(wo)]

dHiL' T1—>T0 AHx
. f(x1) — fzo)  g(z1) — g(=o)
- I}ILI;CO AHZL‘ + AHZL'
T f(z1) — f(wo) . g(z1) — g(wo) _ d"f d"g
N :c}I—IBm AHy + x}l—rfal:o AHy  dHy + diz’

O

Combinando a regra da soma com a regra da multiplicagao por uma constante, obtem-se a
regra da diferenca, que diz que a derivada métrica de uma diferenca de fungoes derivaveis é
igual a diferenca de suas derivadas métricas:

d(f—g) _d'[f+(-1)g] _d"f

= = -1
dHx dHx de+( )

5) Regra do Produto

Sejam f e g H-derivaveis em x, entdao o produto fg também é, e:

dg B df f _ dg
diy  dHy  dHz’

d"(fg)  ,d"g ~ d"f
dH x _dex+gde'

Demonstracao.

d(fg) _ 1. F@)g(@:) — fzo)g(wo)

de T1—T0 AH.Z'

Transforma-se a fracao acima em uma equivalente, subtraindo e adicionando f(x1)g(x¢) ao

numerador:
d(fg) _ flea(e) — f)ga) +feal) — fanglao)
diz — zi-w AHg
= tim | e 2L IO) g T00) 2T 00)
— _ dH dH
[
6) Regra do Quociente
, i _ . d" f ()
Sejam [ e g fungoes e h a funcao definida por h(z) = f(x)/g(z), onde g(x) # 0. Se iy

d"g(x)
dfx

existem, entao



76

d" d"
) _ 90 g 1) G
diz [g(x)]?
Demonstragcao. Por hipdtese, existem
df(@) _ . f@) = fw) dPg(@) L g(@) = g(w)
diz @50 AHy diz a1 AHy
E assim,
flx)  flzo)

d"h(x) BT h(z1) — h(xo) Y g(r)  glwe) . 1 f(z1)g(zo) — f(wo)g(1)

Ay oo AHy B :v}lg}:o AHy B w}ggo Ay g(x1)g(xg)

Subtraindo e adicionando f(z¢)g(zo) ao numerador, obtemos

d" f(x) ~ lim L f(x1)g(zo) — f(20)g(T0) + f(20)g(0) — f(20)9(21)
dHZL‘ T1—T0 AHx 9(951)9(%)
f(z1) — f(20) g(r1) — g(xo)
T I P Ay P
T1—T0 g(xl)g(%)
limg, 2y 9(20) limg, 0 %fo(%) — limy, sy f(@0) limg, -y, %ng(%)
limg, 0y (1) limg, a0 g(20)
o) THD ) TID gy TTE ) T01)
g(z)g(x) a [g(x)]?

7) Regra da cadeia
Sejam y = g(u), u = f(z) e as derivadas dy/du e d”u/d" x existem, entdo a fungao composta
y = g[f(x)] tem derivada que é dada por
dfy _dy dfu

diz  du diz

Demosntra¢ao Parcial. Suponha que existe um intervalo I contendo z, tal que f(x1) — f(zo) #
0.

Como y = g[f(z)], e g é diferencidvel, tem-se que:

Pglf@)] _ gl — o) _ o]~ olf )] Fe) ~ F)
Az @1 =0 Ahg vi—zo  f(x1) — f(20) Ay
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